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PREFATÁ: | 
Această culegere de probleme este rodul jactivitafti îndelungate a 
autorilor în procesul de pregătire a candidaţilor pentru examenul de 
„admitere în facultățile de matematică precum $i al colaborării mai vechi, 
prin propuneri şi rezolvări, la diferite. M de matematicá pen- 
tru tineret, ` ' š i 
Activitatea de învăţare a matematicii presupune “un dialog per- . A 
manent între cititor si carte, privind natura teoremelor; cîmpul lor de 
actiune, calitatea de condiţie necesară sau de condiţie suficientă, posi- 
-bilitatea de generalizare sau particularizări consistente. Răspunsurile 
* y: da întrebările cititorului uneori sînt simple dar de cele mai mulie ori 
.. solicită multă inventivitate, cultură matematică, perspicacitate. Exemple- 
le si contraexemplele sînt cele care dau consistență unei teoreme, o fac 
i viabilă indicînd universul ei de naştere și aplicabilitate. De aceea, o 
. carte de matematica constituită numai prin înlănțuirea unor teoreme 
este numai pe jumătate scrisă şi într-un anumit sens rebarbativă, de 
- îndaţă ce neglijează rolul pa în înțelegerea aprofundată a mate- 
maticii. x > 
„Am considerat că o Culegere de probleme trebuie să nu fie pur 
şi simplu o mulţime de exercitii care să transforme pe rezolvitor într-un . 
„robot specializat în calcul ci să cuprindă probleme care să comenteze 
noțiunile teoretice spre o mai adínca înţelegere a acestora şi a raportu- 
„rilor dintre ele, încât să aibă trăsăturile unei structuri. În acest context 
A avem în vedere necesitatea ca cititorul sá urmărească lucrarea ca 0 
+ -. unitate, în care capitolui,,Soluţii“ trebuie privit (si citit!) nu ca o 
| anexă dé rezultate ci mai degrabă ca pretext de dialog pe care el sd-l 


poarte cu problema, cu legüturile teorelice pe care le implică. 
Urmând o structură devenită obişnuită în organizarea pe capitole, 


am considerat că o glenfie deosebită trebuie acordată acelor capitole 
care au pătruns relativ recent în etajul median al învăţării matematicii ; 
„în acest sens un număr mare de exerciții este consacrat sirurilor de 
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numere, studiului funcţiilor — continuitate, integrabilitate, deriva- 
bilitate, structurilor algebrice, ecuaţiilor diferențiale şi teoriei probabi- 
litatilor. Totodată în capitolele dedicate geometriei plane şi în spațiu 
prezentăm probleme care să valorifice notiunile fundamentale ale geo- 
metriei elementare. | i 

Un rol important am atribuit, ca instrument de mare eficacitate, 
metodei inducției complete, reliefind faptul că utilizarea ei nu este 
specifică algebrei, ci fructuoasă în toate ramurile matematicii. 

În intenția noastră, această lucrare a fost realizată în scopul 
de a veni în sprijinul celor care doresc să-şi perfecționeze pregătirea 
teoretică şi metodele de abordare gi rezolvare a problemelor de malema- 
tică elementară, elevilor şi absolvenţilor care se pregătesc pentru exa- 
menul de admitere, 

Lucrarea poale fi utilă şi profesorilor în activitatea lor la clasă 
gi în cercurile de elevi, 

... Ne facem o plăcută datorie din a mulțumi pe această cale lucră- 
torilor editurii care au arâtat grijă deosebita pentru ca această lucrare 
să fie tipărită în cele mai bune condiții grafice. 


AUTORII 
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1.1. 


1.2. 


1.3. 


CAPITOLUL E 


d ALGEBRA 


Să se rezolve în R ecuaţiile următoare : 

a) |z—1|+|z+2|+|z—3|=|27—1|. 
b) j£ +aļ|+|z+b]=|2r +c] € 

c) | z? — &@ | — | 2? — b | = aq — b. 


Să se rezolve and a de mai jos în mulţimea numerelor 
reale : 


a) Va 34| + Vz 423601 


—— 


b) Va 41 + ióz —15 +Vz 4-1 — 107 —15— /10 


C) Us 1 az BU A A AD) 


d) Vi + V25 =. [as ar + V1 — Vasa =Y 422. 


Să se rezolve ecuațiile : 

a) Vx —a + yz —b = Va + V, a > 0, b. 1 
l— FTN 

b) /z—a-4Yyzr—»-Ylyacbhacb520 


Vo + Va Vara A 


x+ Va 


d) la? —4rr3-4y—z*i83z—2- Vaz 
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————————— FS 


"ys pi zi 
i să se discute ra 


EA (AAA aa l 


í 1 x Sá se rezolve si 
a) 5V|zj—z= m — 22; m eR. 
b) /22? Tama le y22. + ma—6 = 1,m & Ra 

B 5. Sá se rezolve sistemele de ecuaţii : 

e) a? + 22y + 3y? = 84 


a) a+ ay Ry 2 
3a? + 20y + Y =18 


JA E ata e 


: | TOE. 
i b) a? + 8xy* == 
i ; | 2 
i : .. in P D $ J T 
|| Bay EY => | 
i deg WD AE - 
] 1.6. Să se determine soluţiile reale ale sistemului: 
a). a+ y =1 AS b) at + y? = 34 
PA, d DIT l ay =15 
| 17. Să se rezolve dl 
TEE | ; | 
in ^ y Ba. Cy es " Ed 
IE i 2 ET WE 
| 18, Să se determine rădăcinile dá ale sistemului de ecuații: 
H í á : ` ai i a 


de 


a 
pou e a 
" a ^ "om 
+4 E 
à 4 


LN 
4: A 

D 
y 


3eec * e 
piciul za ata 
EF zy s 


NS 
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Qt, = s + 
aai 


2%, = t. T—. " " : . t . 


1.9. E se iiye inecuafiile : : 


E 1 E A. 


, T E A | |æ | 38 * is P n | i 
<€) (e| — 8) (le ] +2) > ———..- E UE 


.«8 


TE 10, Să se sexuel si să se discute inccuatia T 
(20 —m-Fi > Vaze 


Tm fiind un parametru real., 


eit 2 4 


e 4g? — 202 +29 > EE AEN 
2. . | g? — a9 


E 
? 


4 142. Sa se rezolve grafic următoarele sisteme de inecuafii: 


maya <0 Le i bey <y 
Be—y—6 <0 y ae) t 


11 


- 1,11. Sá se arate că; pentru orice a real are loe inegalitatea: 
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c) 2?--y?—4»0 d)a+y-1>0 | 


&€—120 pu? > 0 
y—20 —1=0 | 
€) 2a + 8y — 9 —0 f)2g—y — 5 —0 
.y—1»2a?-4-324-2 a+y—1>0 


æ -—Y— 1 < 0 
1.13. Pentru ce valori ale parametrului real à sistemul de 
inecuatil: | 
e+y+1>0 
&—9—1290 
22 — y 4-2—*4 «0 
este incompatibil. - 


1.14. Să se determine valorile întregi ale parametrului k 
pentru care ecuația ka? — (1— 2k)  +k— 2 =0 
are rădăcini raţionale și să se calculeze aceste rădăcini. 


1.15. Fie x,, 4, rădăcinile ecuaţiei a? -+ pz + q =0. Să se 
- formeze ecuaţia de gradul al doilea ale cărei rădăcini 
satisfac relaţiile : 
a) Vs E 8 + km Ya =T + km, 
E. b) y =i + a, Ya =% +2, 
e) y, =2%,+ a Ya =Å + 2, 
Ps | 
path pari 
Lo ` di 
br €) Yı iE iui Kd QW» Ya — pU, + QU, 
10.16. Fie ecuatiile | 
X, (2) = aya? + bo + c, —0 
Xa (a) = aya? + byw + c, =0 
că ga 
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„cu coeficienți reali. | 


a) Sá se arate că aX, (a^) X, (22) = «X, |æ, | X, | a; | 


unde a, sint rădăcinile ecuaţiei X, (4) —0, i —1, 2. 
b) Sá se arate că rădăcinile ecuaţiei X, (c) —0 Separá 
Ape ecuației X, (a) =0 dacă si numai dacă X, (a;). 
X, (03) <0 | | 

c) Folosind rezultatul de la (b) sá se arate cá o conditie 
mecesará si suficientă pentru ca rădăcinile ecuaţiilor 
X,(2)=0, X, (v) =0 sá se separe este ca: 


aici — a bbae +a c bi — 2a,0,0,0, 4-40, — a,b,b,c, +ae<o, 
1.17. Să se determine valorile parametrului real m astfel ca 
rădăcinile reale ale ecuațiilor z? — 2m2 + 1 =0, z? + 
+ 2% + m =0 sá se separe. | 
1.18. Sá se determine m asa incit o rádáciná a ecuatiei 
(m — 1) 22 — (mM—m-+1)2+m =0 
sá fie situatá in intervalul (1, 2) iar cealaltá sá fie mai 
mare decít 2. net 
1.19. Sá se determine m'ástfel ca rădăcinile ecuaţiei: 
(1 + m)? a? — (1 4- m) z -- m (1 — m) =0 
să satisfacă condiţiile 0 < a, < 1, 2, > 1. 


1.20. a) Să se determine g € [0, 2x] astfel ca ecuaţia 
22 + 2(sin « + cos a) 2 + sin « cos « =0 
să aibe rădăcini reale pozitive. 
b) Să se precizeze valorile lui « e [0, 2x] astfel ca 
ambele rădăcini ale ecuaţiei să se afle pe intervalul (—1, 1). 


1.21. Să se discute natura și semnele rădăcinilor ecuaţiei: 
a + (L + eos a) e + (1 + cos a) =0, « e [0, 27]. 


1.22, Sá se determine polinomul de gradul al doilea, P(x) 
știind că resturile împărțirilor prin æ — a, e — b, e — c 
sânt respectiv (a —b) (a — c), (b — c) (b—a), (c—a) (c—b). 
Sá se discute rădăcinile ecuaţiei P (v) — 0. 


13 
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L 23. Se. dă Es 
a? — aln m + 81n m — 8 =0' 
Sá se determine: parametrul real m > 0 astfel ca : 
a) o rădăcină a ecuaţiei să se afle în intervalul po 3]; 
b) ecuaţia să admită rădăcina dublă în [0,3]; 
. €) să se verifice grafic rezultatele. | 


à 


; 1 24. Sá se rezolve 'Soibtla: 
Pe, +1 =8 eos?y,, a >o. 


1 25. Sá se asibuléze sumâ: | 


IÓ 


" L 26. Sá se calculeze sumele : 
a) 1. 13-2. denia de): 
b)1.2.8+2 aa iib atatia 2) 


i 0i, 1 à 1 
DM Moi 
e Di I og HC EP 
1.2.8. 2.8.4 . | n (n +1) (n + 2) 
ilt ix. ACES E 
Ho TRE 


1.27. Sá se pelouse sumele! | 

ar en Dh — 1) 

(Ob Let met en Dieta) 
e EN AT c pnl (nh don 4-1). 

QE SE | 
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1 28. Să se arate că: 


L p+RB (dl) ' m 


di py MEE) M (mpl) 
21 pl 
"pentru orice numere p şi m întregi pozitive, p>1,m>0. | 


1.29. Sá se stabileascá egalitátile: | 


a) 1— zu +a Ge + 


n 


"ER C Lá : 
XT Ar 


b) a E. E CY e 
mn 


Ie 

| (n 1)(n + 2). pe 
EEEL EET, E 
Da (2% 1) 


T 30, Sá se arate cá: 
E a) Crin = C, Co. + Ci Ca. a MA (a LS, 
(e 9) C S (05 (Cap rr (Cap, 


eta 131. Sá se arate că; 


A EG "HORS (k y" — 1 
i e ss Mor pd „pic IA 
a LE IS i [Ae BOT n +i n +1 
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SP 


1.32. Să se rezolve ecuaţia: 


E s. 
23 CE pan) =0 
k=0 


(G. M. B. 12/72) 
1.33. Sà se rezolve sistemul: 
vAr P. = 15 Pa 


(Concurs elevi 1969) 


1.34. Sá se arate că 3.52%+3 + 727 — 3"+1.4- 5" se divide prin 


11 pentru orice număr natural n. 


1.35. Să se arate că pentru orice n întreg impar pozitiv 


expresia n? — 2n5 + 9n? — 8n se divide prin 1920. 


1.36. Să se arate că expresia 42" [2^ (a? — 1) —1]+1 


este divizibilă cu 3403 pentru orice număr natural n. 


1.37. a) Să se demonstreze identitatea lui Lagrange: 
n n" n i n 2 n 
(Ea (35)- (S^) = tea ceto 
M=1 i=1 i-1 | 4-0 
unde dy; &5,... > Gas D D, ,... „bn sint numere reale 
sau complexe. 
b) Sá se arate cá dacă aj... sase: , b, sint 
numere reale atunci 
on 
y di ya bi 
d$ | s «(Y | (5 y 


(inegalitatea lui Cauchy — Buniakovski). 


16 
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1.38. Să se arate că dacă Qis dgs... , à, sint numere reale 


strict pozitive cu aq, -- da4 * * * +a =1, atunci 
e | 

vd > n? 
iel & 


În ce eaz are loc egalitatea ? 


1.39. Pentru orice numere pozitive 4,45 *** 4, sînt 
adevărate inegalitátile : 


laa, TET P orones inae 


n 
n 
b) l1 1 "' ys Vales da 
d.e. BE Es E 
a, €, Un 
1 1 1 n? 
] qe ae ij te eta cae 
Aj 0) An a, + as cris 
1.40. Sá se demonstreze că dacă | | < 1 atunci inegalitatea 


(1 — a + (1 + 2)" > 2 


este satisfăcută pentru orice număr natural n. 


1.41. Fie f: I > R o funcție definită pe intervalul Z si cu 
valoari reale 
a) Să se arate cá pentru orice n natural, orice dy. NEL 


si orice Ajs ñas... s Ay din [o, 1] astfel ca Y A; =1 punc- 
í—1 
n 
tul »-— 2 ^; se află în I. 
i=l 
b) Să presupunem că f este convexă pe Z, dl pentru 


orice 2,, 2, € I si orice M A € [0, 1] astfel ca A, + 
A, =1 este satisfácutà inegalitatea 


| Fa + oa) < MÍ (13) + Mf (22). 


17 - 
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TOSTE 


Să se aratecă  * 


ni Y da REIN 


ini * 


. pentru orice n natural şi € orice sisteme 


> Un Je L [E Yate [0,1] cu Y M —1: 


fti sai A 


e) SR se e deducă apoi că 


y pad. c > uf (si) i 


i-1 


de « i-1 < tr 


“pentru (2 „spe I şi orice sistem meo co. sum) de | 


Nu as Y ps 


i-i ie 


numere X 2d nu toate nule. 


1.42. Fie t, sl A două numere complexe nenule. Arătaţi 


“că afirmaţiile 


a) tat ta 1 RM 


b) arg E = arg e (mod. 27) 


c) Există un număr real a >0 (care. depinde de t C2) 
astfel ca Es =a% À 


3 sînt echivalente. 


1143. Să se arate cá pentru orice numere complexe Cp [A 


există egalitatea 


a) 1% f eHe- RR ESSI GE 


o) little) 


o) GS lO CR (1 1 Data). 
d) IRGAT a tab (lt MU mi 
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144. Sá se rezolve ecuaţia : 
00 + 2)" — (a — i)” —0, n — număr natural 


in corpul complex. 


LI 


1.45. Dacă e semnifică O rădăcină complexă de ordinul n 


a unităţii, definită de 1, atunci : 
a) 1 + 2o + 89? + ... + 0771 Pins. A 
unu l : oom 
n2U — o) + 2n 


b) 1 + sot sot + se Ter == 
Ae a Mg ar 


1 „46. Fie o o rădăcină complexi de ordinul n a unităţii. . 


Să se arate că, pentru. orice număr complex c1 


(€ —0) (£— 99)... (£— 99) =1 4 C. d oni 


1.47. Să se arate. cá dacă ¢ + 7 — 2 cos a atunci 


4 


a 


2 sin MO dos = aula. 
2 2 


— 
Te 
. 


EUDENCT 
IN 
ii s d 


A A 
. Sin-- 
2 


148, Fie P(O) Sa, U a C7 4 e + s. 


y» i Pe: să ... > " w, t . . v y 
(2). Sá searate cá o cá o conditie necesară si suficientá pentru à. 


avea P(() = P(C () pentru orice Y complex este ca toţi 
coeficienţii a; (k —0,1,... n) sá fie reali. 
(ii). Sá se arate cáo conditie necesará si suficientá Aa A 


^. aavea P(() = — P) perma orice č complex este ca toti 
coeficienţii a, e ex 0. bh. Ck i n) să fie pur imaginari. 


PI 
b" 


la: 
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1.49. Sá se arate cá 


1409-10 
2i( J 2)" 


| Qr cra-o" 
2 (Y 2) 


1) sin ^7 


- 2) cos Z 
4 


1.50. Sá se arate cá 


T 27 : (n—1)z M Vn 


— ... Sin — = 
1) sin — T sin 250093 TUE 


n—1 
o: Dm Im. 


T 27 
2) cos - cos — .. 
n n n 


0 dacá n este par 


dacá n este impar. 


1.51. Sá se ailenize sumele 


a) sin æ + sin 2% + ... + sin nz 
b) cos 2 + cos 22 +... + cos ng 
c) sin z + a sin 22 + ... +a" "sin na 


d) cos æ + a cos 22 +... + a”? cos næ 


1.52. Să se rezolve ecuațiile i Lr 
a) 5% — 27 =2H 1 — ar e 
) | E af L > 
b) ES A 
2 y y a eu 
Fr S.S AA (G. M. B. 5786, 1963) 
0) 449=2.6 Y 
e pe CAPE: 
O M [S 8. 
E rc — Ld. ch 2 
AA Gr 
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1.53. Sá se arate că ecuaţia, 37 + 4* = 5* are rădăcina, 


æ =2 sisá se demonstreze că ecuaţia nu mai are alte rădăcini 


- 1.54. Sá se rezolve ecuaţia 
87 + 4* 4 57 — 6. 


1.55. Sá se rezolve ecuatiile 


yH l4 E V2 z 
»Gy «(S - s) 
(Matematica v gcele, 1968) 


b) 187 -5% — 47 =7 +92 4 12 - 257 | 
(Admitere Inst. Politehnic, Cluj, 1973) 


1.56. Sá se rezolve sistemele 
a) (log, x)? + (log, y)? = 2m 
lp? 2 
x log, 2+ylog, y = 2 PEL am 
| p”—4 
b) log; (log æ + log y) — logs (log y) = 1 
log, (log æ — log y) — log; (log y) — 0. 
(Admitere Inst. Politehnic, Braşov, 1970) 


1.57. Să se rezolve ecuaţiile 


log (7 — x3) 
log (3 — a) 


b) log, [2 (x — 19 + 2 (æ — 1)? — 8 æ + 4] =3. 
1.58 Sá searate că dacă loga N =a, log, N =b, logis, N= 


— 


— a — 


. 0 atunci RIS — + 2+5- 
. log,N 'logN logN 2\a b e 


(I. Paraschiv, probleme 13849, GM B 2. 1974) 


-— 1 AF +=) 


21 
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| 1.59, Să se vezolve mee p i s : 
log, æ + log, y + log, rs 
log; y + logs z + log e = 2. 
log, 4- logy 2 + logis y = 2, 


l. 60: Să se rezolve sistemul 


log, 2.loga 2 + log, y= 8 2 
log, y. log, 2 — log, g = 4. | 

(log, z + 1) log, z + (log, 2 — A) loga ye l, 
unde a > 0, a #1, 


L 61. Să se rezolve inecuafiile. 
2 log? a a — Es Je 1 
a) 

. 4 d 1. dd 
ES log, A — 4a + 4) 
ES. log (225 e 4 9)". 


soasoani 


> 0ra >0,d 10» 0,041. 


, 1.62. Se dá matricea. A: 


E 


a) Sá se calculeze 4?, 43 


.. b) Să se calculeze A", n număr natural. 


TU "ER mA 0*0 
$ n: 1.63. Se dă matricea A =|| 0.1 0 
| Sá se calculeze f (4) unde fa) = a? — 24 — 1. | 


LI 
; 22 : 
er oy w^ > 
~ "Vt 
2 
Y i ` 
E 
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er a 


m 
I 
| 


| 1 0 
164, Fie A — 1 2 
wes oe E EA 


y 


Sá se calolltas 4 — BA. 


| ' 2 
1.65. Să se arate că matricea 4 =| 8 
á à par C NE n | 1 


versabilá si si se caleuleze inversa ei. 


1 1 
JT 2 
=1* 9 


| 
| 
| 
j 
! 
Li 


1.66.. Să se rezolve ecuațiile matr iceale 


E a Ms zm "E 


du 3L 


X, 
j |^ | 
4 Li ‘| 


pa 


1 9. Sá se găsească; iita atr icele care comută cu matricea 


OL E ES! 


| —3 yk P. ? 


a) 


ou] 
e Îi E DN 
0 1 l| . 


i * 


! este in- . 


T 

| 
| LR 
6 o1 —1 38 4 


eds 
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it 1.68. Sá se găsească matricea X știind că 

AX? + BX + C =0 | 

od Aus 1 1 Bal „| c-l 2! 
| o 21, 12 1 |; 3 —8, 
si det. X =1 


1.69. Fie 4 si B douá matrici patrate de acelasi ordin 
astfel ca AB = BA. 


a) Sá se arate cá pentru orice numere naturale m si n 
avem 
A"B = BA", AB" = B" A, (AB) = A" B", 
b) (4 + BP — A4" + C; A" 3B +... CEA BE +... 
+ Ca AB" B". 

| c) Sá se calculeze (4 + B)" unde 


z 


1.70. Fie M, inelul cu unitate al matricilor pátrate de 
ordinul p, cu elmente numere reale, în raport cu o- 
peratiile obisnuite de adunare si ínmultire a matricilor. 


a) Să se arate că dacă A, B € M, si AB — BA, 
atunci 4” — PB” = (4 — B) (A"? + A"^B +... + 
+ AB"? + Bl), 


pentru orice număr natural n, 
b) Dacă X € M, are proprietatea că există ne N 


astfel ca X” =0 (matricea nulă). atunci 7 — X este 
inversabilă (I — matricea unitate), 


M 
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c) Dacă X,Y e M, au proprietatea că există nu- 


merele naturale n şi m astfel ca CX" —0, Y". — 0 atunci 


X + Y are de asemenea această proprietate, în ipo- 


teza XY =YX. | 
(Admitere A. S.I., Cibernetica, 1973 ) 


1.71. a) Să se găsească valorile parametrului X real astfel ca 


ecuația e 
3. 1; 1 | a 
21.1 L [Y <1 ly 
2.4 1 | g 2 


sá aibe solutii nebanale 


b) Existá trei valori reale ale parametrului A cu pro- 
prietatea de la a). Sá se descrie mulţimea (2 y, 2) P 
„care satisface ecuaţia pentru fiecare A găsit. 


c) Fie (2; Y3) o soluţie a ecuației considerate pen- 


tru valoarea Ai găsită (i =1,2,8). Să se găsească o 
matrice diagonală D astfel ca ^ 


8 1 =l] ly Ca 3 | Ly Ra Us| 
—1 1 1 | Ui Ya Ya || —]| Yı Ya Yz Ip 
i 


1,72, Să se rezolve sistemul 
21 + 8y -+ 2 =8 
8r-- y+ x —A4 

. 20€ -- y+ 2g —5. 


n2 
au! 
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D 73. Sá se discute esistemul după parametru real m 
Br + iy tmz =A 0507 
ác mg 8 =6 — 
ma + By + 4 =3 4+ m. 
si sá se rezolve cind este compatibil 
F „74. Sá se discute sistemul dupá parametrul real m 
: ma + y — z =0, - Bg ag 
de z + (m +1) y +m — m —? =0 
Y ay ma + m? = 3m +2 =0. - m j 


(135. Sá se discute sistemi după parametrul rațional a 


az + 2y + (a — l)z > o : + 
20+(01)y +a = : i 
. (8a — 2 sn retede 


1. 16.. Să se discute sdm de ecuații liniare 


JÀ mad y 28 = . „a | 


7 2a 4y tal 
(am — 1)z+ 2y m 
. dupá parametri reali m şi n şi să se rezolve cînd este 
E E Gor patibi, E 
1 77. Sá se găsească valorile reale ale parametr alui A astfel 


ca. sistemul 
Q4 5)so42y—Q d 2)8— 
a 20 — (A+ 8) y + 83 =0 
(0 Qo 3) a + (5A +2) y = 1998 =0 


să admită soluţii “nebanale, Pentru A determinat să se 
- serie soluțiile sistemului. 


. 
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1.78. ` Să se determine relația între parametrii A și " astfel 
„ca sistemul 


M + uy + (+ ua 0 E A 
ut + (Ad) y - =O., 

A+ pe + ayt is =0. 

sá admitá etui nebanale. T 


. 1.79... Să se găsească în corpul claselor de resturi mod. 5 
„soluţiile următorului sistem de ecuaţii liniare 


hey sos 
ed yz pr ARI ue NM : 
de + 3y + dn —8 | . 


b 1.80. Sà se rezolve ‘sistemul PA 
de + dy +6 1 ¡E tem ad 
EELUE PET 7 CE Suh T a 
y 32 + y + de =2 a e ME : | 


în corpul claselor 'de resturi mod, 11 


hd 


L81. Se dá ecuația 


- 


(m + 1)? (a9 — 22) Us (m? + 4 TE &—2 (m— —1) =0. 


a) Sá se discute riatura si semnele rădăcinilor ecuaţie 
ştiind că are o rădăcină întreagă, 


b) Să se atate că pentru orice număr real m avem . 
> ita t La > zi a + Va Uy + Va Vy > 2,8%. 


. 6) Dacă ^a 4 1 este rădăcină întreagă pozitivă a 
ti ecuației date să se: rezolve ecuația | l 
Ba? m a. 8? mann -+ gia 


Lă 


e 


T "M "+ (Admitere Fac. mat. Bucureşti 1974) 
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„1.82. Sá se rezolve ecuaţiile de mai jos ştiind că au rădăcini 


întregi 


a) el a? — 4v — 1 —0 

b) 6x* — 192? + 14a? + v — 2 —0 

c) æt + a? — 5a? — 8v +6 —0 

d) zt — 62? — 72 — 6 —0 

e) 618 — a5 +70 — Ta? --1 =0 

f) mă — Tla? + a? (84 + m) — a (24 + 5m) + 4m =0 
g) a5 — 62* + 1273 — 122? + 112 — 6 =0 l 
h) V3 at — 40 (J8 + 1) + 4/3 + 4) 2? — A(8 + 
+ /3)2+ 8/8 =0 

1) 25 + Sat + 2a8 — at— 8e — 2 =0 

j) at + (VZ — 7) à? + (8 V2 — 6) +22 =0. 


1.83. Sá se construiascá polimonoamele cu coeficienti întregi 


de grad minim, care admit rădăcina indicată mai Jos : 


a) V5+Y25 b) 15-155 e —V2—V3. 


1.84. Sá se serie toate polinoamele cu coeficienti reali, de 


grad minim, care admit rădăcinile a, =1+% U = 
=1 + 3. 


1.85. Rădăcinile ecuaţiei æ? + aa? + bæ + 8 =0 satisfac 


y 


relatiilor 
+ a -+ ad ll 
ai + a + a =27. 


Sá se determine a si b întregi; cu a si b. determinati 


sá se rezolve ecuația. 
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1.86. Sá se determine a si să se rezolve ecuaţia 
ax? — 6aa? + 114 — 6a — 0 ştiind că între rădăcinile z,, 
—a 


Cos Tag existá relatia Q1 -- To = Tg. 


. 1.87. Sá se determine a şi b reali, astfel ca polinomul 
P(2) = a5 + 20% + aa? — a? + ba — 3 să admită, 


w w Lj 1 * 8 . . “e aj 
rădăcina =$ 2 d^ $1 apol sá se rezolve ecuatia 


P (x) =0, 
1.88. Să se arate că ecuaţia 
a” + (a — 2) a"i 4 (a? — a + 3) a2 +... —0 


nu poate avea toate rădăcinile reale. 


_ 1.89. Sá se arate că pentru a + b + c —0 avem: 

a) l0(a? + b? + c?) — 7 (a5 + b5 + c5) (a? + b2 + e 
b) b (a7 487407) =7 (at + bici) (a? + b? + 09) 

e) 4 (a? +b? + c?) =7 abc (a? + b? + c?). | | 


. 10. Se dă ecuaţia a3-+ pa? - qe +r —0 si relaţiile 
d+ +a =r (1) 
Marta =g 2) 


a) Să se arate că dacă 


Vis Ca v4. verifică (1) atunci 
, n» w . . . 1? 2? 3 A 
verifică și (2) și reciproc, 


b) Presupunînd că una din aceste relaţii este verificată 
„Să se găsească o relaţie între coeficienții ecuaţiei. 
c) Sá se rezolve ecuaţia știind că p+q+r=-—1. 


(Concurs Matematica) 
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1 91. Se consideră ecuația oi — 2q? + aa - — (m =D si funcţia 


"E EN Sá se determine a astiel. indt. x j ` 
84.17 A 


Halle ta) m9 și apoi. să se e găsească 


A WX xu BL d Tos Lg. : 


* 


E a 1.32, Sá se e determine parametrul real m. astfel câ ecuaţiile e. 


de mài jos sá dens -0 rădăcină dublă si apoi să se 
rezolve à | j 


a) 20 4 ma? + 40 44 =0 

b) + 5a? + ma — 9 =0 

c) 40% — 4a? — Ta + m =0 p 

d) a^ + 509 + 9a? + 8x + m =0 Pu 

£) at — (m — 8) 0? —8(m— 1) o? (8 — 2m) 0 + 


E 
E 


» +2 =0. 

2) 1.93. Sá se ez a écuátia q "PRI! - 
lon ndr 124 — 202 — aa + 18 =0 e aS LT 

| E ştiind „că E + La =2. ! 
L. 94, Ay Sá se rezolve ecuaţia - T 

: dat — 20x? + 85 a? am-L 6 —0 

m w . . Stiind că între rădăcini există relaţia vy + y => "s + Ly 
Enn i M b) Să se rezolve ecuația | 

K f à : „at — 30% — 8a? + 122 + m =0 


| ştiind că produsul a două rădăcini este egal | eu produsul 
Me celorlalte două, , l 


E i42 E ni 
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à 


y 


E 


. e) Să se determine parametrul real 1 m Si să se rezolve 
in stup 


i — ga + mat — 19% T 6 = 


+ 


UAE că + —5. c T"? 


d) Sà se determine capio real m si sá se rezolve 
ecuatia 


ai — 20? — 62? + ma — 8 =0 


ticas că t 22 =D 


(A. S. E, Busen 4970) 


+ 


1 1.95. Se dá Juss: n" à 
a? — 24? — m 8-2) VEe 
2 [m3 (1 — Y3) +m (2 Y3 — 4) + 3+ Y3] —o 


a) Să se rezolve ecuatia datá.stiind cá admite o rădă- 
cină independentă de m. ! 


sá fie mai mari ca 1. 


ES. 96. Se dă. ecuaţia a? — e + a —0 cu rădăcinile 2,, a. 2. 


Să se găsească valorile lui a pentru care 


o E ER ER 
„1.97, Dacă ecuaţia cu coeficienţi reali 
Aga? + aa + ee Faua d a, =0 


unde à, <a sa S a, x... S a,» admite două rădă- 
. cini al cáror produs este 'L atunei A =041=... = lu 


^ 98, Să se determine a, b si: m astfel ca ecuaţiile 
i a5 omna?-—8wv42-0 —— 
i A NA gt — 2a? + aa: — 20 + b =0 


E aibă O rădăcină dublă comună. 
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1,99, Sedá ecuaţia (a + 2) a? — (a? + 2a + 1) æ + aè + a 


GS 


"ES | =0, a * garzi 1. 
1. Sá se rezolve ecuaţia știind că are o rădăcină inde- 
pendentá de a. 


=. 9. Sá se determine valorile lui a pentru care ecuația 


are două rădăcini egale. 
3. Pentru ce valori ale lui a ecuaţia are o rădăcină 
triplă ? 


1.100. Să se rezolve ecuaţiile reciproce 


a) a^ + æ — 102? +e 3-1 —0 
b) a5 — 52* + 82? + 82? — 5m + 1 —0 
c) a$ — 245 + 201 — 2a? + 22? — 2v +1 =0. 


1.101. Sá se discute numárul rádácinilor reale ale ecuatiilor 


: W > 


"PG 


urmátoare dupá parametrul real 1: 
a) Bat — 8a? — 6a? + 24244 =0, 
b) 23 --6 A2? -- 942 — X-- 1 —0, 

e) 2? — Aag? — 89 — à — 2 —0, 

d) a? — 8212 + 1 —0 

e) at — 22224 233 — X + 1 —0. 


1.102. Sá se discute numárul rádácinilor reale ale ecuatiilor 


de mai jos dupá pozitia punctului P (a, b) intr-un sis- 
tem rectangular de axe: 


a) a? — 3aa? +- 2ab —0 
b) a3 — 62? 4- a? + b? — 4 —0 
c) at — 4a?z + Bah =0 


d) a? — 3a? + 8 (a? — b?) æ + 209 — as — 0. 
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1.103. Să se determine numărul rădăcinilor reale ale ecuații- 
lor : 


a) in (a +1) =m (@ +1). A 
b) 6 arc tg e — à? 4- m =0 | 
1.104 Sedá polinomul P(z) =m (2 — a) + n (æ — DP + 


+ p(æ— c), cu a,b,c constante date reale si 
diferite cîte două iar m,n, p trei parametri reali. 


1. Să se arate că dacă polinomul P(z) este identie 
egal cu o constantă, atunci el este identic nul. 


2) Dacă m,n,p au valori strict pozitive, polinomul 
P(x) admite o singură rădăcină reală. 
3) Dacă P(a) = P(b) =0 atunci P(c) = 0. 


1.105. Sá se arate că polinomul P(æ) = a? — nz + n— 1 


a se divide cu (a —1)? si sá se găsească cîtul împărțirii. 
E (n > 2, natural). 


d 1.106. a) Sá se arate cá polinomul P (2) = a? — a"? — 2g + 
+ 2 se divide prin (2 — 1)? si sá se determine cîtul împărțirii. 


b) Sá se arate cá polinomul Pla) = (m + 1*1 + go? 
se divide prin 2? + æ + 1. 


c) Sá se arate cá polinomul P(a)- (a + 1)"** + 
+ æ + 2 se divide prin a? + 32 + 8. 
1.107. Sà se găsească polinoamele P(a) cu coeficienti reali 
care satisfac egalitatea 
2P (2) = (æ — 8) P (a +1) 
| (N. Manolache, probleme 11117, G.M.B.) 
„108, Să se arate că polinomul | 
— P(x,y) =a" (a2 — 1) am — (a?" — 1) gy" d. aan —1)y? 
e et prin a2? — (a? + 1) xy + ay? si sá se, afle 
cîtul, (d | 
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E 1.109. Fie (G, o) un grup» Eo multime astfel încit există 


o funcţie f: G— E bijectivă. Definim operația * în E prin 
uy v=f[f71(u) of” (o) ], v = E 
Sá se studieze structura (E, 4). 

1.110. Fie (G, o) un grup, E o mulțime astfel încît există 
funcţia f: E > G bijectivă. Definim operaţia * în E prin 
u% v = f? [fiue fo) uo E 
Să se studieze structura (E, X). 

1.111. Ín multimea R a numerelor reale se defineste legea 
de eompozitie interná o prin 
goy = aay + b(x + y) +c 
unde a,b,c sînt numere reale 


a) Sá se găsească o condiție necesară si suficientă pentru 
ca legea să fie asociativă. 


b) În ipoteza că condiția obținută este satisfăcută 
să se arate că această lege admite un element neutru 
si că orice număr real cu excepția unuia singur, care 
se va preciza, admite un simetric. 


1.112. Se consideră legea de compoziție o între elementele 
mulțimii numerelor reale, R, definită astfel: 
zy=2y+ar+by+c a,b,c, fiind numere reale fixate. 


1) Să se determine relaţiile care trebuie să existe între 
„numerele a, b, c pentru ca legea o să fie asociativă. 


2) Să se arate cà legea o este asociativă dacă si numai 
dacă există element neutru. . 


3) Să se găsească elementele nesimetrizabile. 
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r; y à 


1.113. O mulţime nevidà G de funcţii neconstante de va- 


riabilà reală v de forma f(t) — aw +b, a 40, are 
proprietăţile : (¿) dacă fg € G atunci go f € G unde 
(gof) (2) = g( f (a) ), (ii) dacă f e G, f(x) = ax +b atun- 


æ — 
ci funcţia inversă f! e G,f1(2)= 


(iii) Pentru orice feG există a, astfel ca f(2,)=x,. Sá se 
demonstreze că există k astfel ca f(k)—E pentru toţi feG. 


(0.1.M., Moscova, 1973) 


1.114. Pe mulţimea R a numerelor reale se definește ope- 
i ; 1 , 


1.115. Fie M mulțimea matricilor pátratice 


ratia X prin ay = (2??**-- yiri p fiind un numár 
natural. Să se arate cá (R, x) este un grup si cá apli- 
1 


catia f: (R,+) ^ (B; X) definită prin f(a) = «PA este 
un izomorfism de grupuri. | 


unde 


4 


a, :(£— 1,2,3, 4) sint numere reale, iar a, 4 0, a, s 
Se defineste legea de compozitie X prin 


b, b, a b à, + ab: 
b. b, d3 + Qba abs 


1) Să se arate că (M,-c) este un grup. Este acest 
grup comutativ ? i 


a dp 


— 
— 


435 0, 


E 

0 d! 
a,b € R, a X 0, b #0 constituie un subgrup al gru- 
pului (M, X). 


2) Sá se arate cá multimea Mo, a matricilor 


3) Fie Co mulţimea numerelor complexe nenule. În Ce 
considerăm operaţia algebrică o definită prin 


(a + ib) o (e + id) = ac + ibd 
Sá se arate că (C, 0) este un grup care este izomorf 
cu grupul (Mp x). | 
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| 
1 
4 
E 
4 
I 
| 
i " 


— 


—— 
T3 


omine made ttt ques Fi n mom tia mer i d 
vov Ea Es 1 = 
* 


— 
EA 


—— 


1 | 1.116. Fie M mulţimea matricilor de forma M(a) = | à 3 


a AGRO UA Y Z aa > „mp — PD EMOS : 
^ ^ EN i : z 


ta a—1 


| 


cu aeRN (oj; (E mulţimea numerelor reale). Să se 
arate că în raport cu operaţia de înmulţire a matricilor 


' mulțimea M formează un grup. Să se arate că grupul 


(M,.) este izomorf cu grupul multiplicativ al numere- 


lor reale nenule. 


1.117. Fie X o matrice pătrată de ordinul n. Să notăm prin 


[X] mulţimea tuturor matricilor A care comută cu 
matricea X: =A4. 

(i) Sá se arate cá A4, B e [X] implică 4 - B e [X] 
(îi) Să se arate cà 4, B e [X] implică 4 + B e [X]. 
(iii) Dacă X este o matrice de numere reale (complexe) 
atunci A e [X] si x număr real (complex) implică 
24 e [X]. Să se arate că [X] înzestrat cu adunarea 
obișnuită a matricilor si înmulțirea cu numere este un 
spaţiu vectorial real (complex). 

(iii) Fie G(X) = (4 e [X], 4 nesingulare j. Sá se 
arate că G(X) este un grup faţă de operaţia obişnuită 
de înmulțire a matricilor. 


1,118. Se consideră mulțimea M a matricilor de forma 


a 
cu a,b e R, œ + b? x 0. 


| 


1. Sá se arate cà operatia de ínmultire a matricilor 
determiná pe M o structurá de grup comutativ. 
2. Fie C — (0) grupul multiplicativ al numerelor 
complexe si f: € — (01 — M definită prin 

AT. a b 
fa+ =] _ 
Să se arate că f este un izomorfism de grupuri. Există 
și alte izomorfisme ale acestor grupuri? 


e] 


—b a 


| 60 — 
3. Sá se calculeze 


2796 - 
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1.119, Fie Z mulțimea numerelor întregi si E =Z xZ. 
Multimea E este dotată cu operația + definită prin 


(a. b) x (a',b') = (a a', ab' + ba’). 


1. Să se studieze asociativitatea şi comutativitatea 
operației. 


| 

| 
En 
E 

f 4 


2. Sá se arate că există un element neutru, care sá fie 
precizatX. : 
3. Unui element fixat (a,b) € E i se asociază aplicaţia 


fi E E. definită prin (ay) > (ab) x (2, y). 


Sá se arate că, dacă a 7 0, aplicaţia f este injectivá 
Sá se arate cá pentru ca f sá fie surjectivá este necesar 
şi suficient ca a —1 sau a = — 1. o 


(Bacalaureat, Franta, 1970) 


1.120. În mulțimea Q x (Q — (0) ),Q fiind mulţimea nume- 
relor rationale, se introduce operaţia x definită prin 


(a, b) x (c, d) = (ad + be, bd). 
Să se cerceteze structura (Q x (Q — (0j). X). 


1.121. Pe mulţimea R x E (R — mulţimea numerelor reale) 
se defineşte “(a, b) = (a*, d!) dacă si numai dacă a = a, 
b = p'* , 
Definind operaţiile „x “ si „o“ prin 
(a, b) A (c, d) = (a —- C, b = d) 
` (a,b) » (c, d) = (ac, ad + bc). 


a) Sá se arate cà (R x R,>%»,0) este un inel cu divi- 
zori ai lui zero. 


b) Sá se precizeze forma divizorilor lui zero. 


c) Sá se arate cà (R xR,%, o) conţine un subinel 
izomorf cu inelul numerelor reale. 
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1.122. a) Sá se arate că în orice inel comutativ există ega- 


litatea , 
(æ — y)? + (y — 2}? + (2 — 2 + (x + y b x) = 
= 3(a? + y? + 2%) | 


24-24 +a 


unde næ are semnificaţia 


| nori. 
b) Sá se deducá inegalitatea 
(2 + y + 2)? «8(2* + y? +2) 
pentru orice numere reale x, y, 7. 
1.122. Fie (K, +,.) un corp comutativ care contine ca sub- 
corp corpul numerelor reale. 


a) Fie n un numár natural, n > 1. Sá se arate cá 
G, ={œ e K:a” = 1} este un grup față de operatia 0. 


b) Sá se găsească funcţia f:K — K astfel cà 
fla) + flax) = a pentru orice n € K, unde « € G,,,. 
cu n natural. 


1.124. 1) Să se arate cá mulţimea M = — a : 5) formeazá 
a 2 | 

eorp comutativ in raport cu operatiile 

æ X y = are tg (tg 2 + tg y) 

æ 0 y = are tg (tg a - tg y). 


a) Sá se arate cá acest corp este izomorf cu corpul Ral 
numerelor reale, operaţiile in R fiind cele obișnuite. 
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CAPITOLUL 2 


TRIGONOMETRIE 


Sá se arate cá avem egalitátile :- 
2.1. sin 10? + cos 40^ = cos 20". (G.M.B. 1974) 


1 
9.9. sin 10? cos 20? cos 40? =-—. i 
8 (G.M.B. 1974) 


23: MEN 4 cos 20? — 2. 


sin 10° 


2.4. tg. 1° tg 2? -tg 88" tg 89° — 1 


^. 9.5. 16 sin 6? sin 19? sin42? cos 24^ = 1. 


bien id niue Net PA d $ - 
AO or APORTE: cp D: 
Josh EIE Ro E 1 pues 4 a 


Sá se stabilească dacă funcţiile următoare sint pare sau 
impare. | 


|. 2.6. f(z) = |æ — 1| + cos?a. 


2,7. f(a) = sin*a + cos?x. 


2.8. f(1) = 2 + sin?v, 


| 29. fla) = etg? a. 


Sá se studieze din punct de vedere al periodicitáfil 
funcțiile ; 
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2.10. f(x) = sin 3æ + ctg 82. 


2.11. f(a) = sin 2a cos 5a. 


2.12. f(x) = cos a + cos 82 + 


aih 008 (2n — 1) 0 


2.13. f(x) = sin 2 — cos V5z. 


2.1%. fin) = æ + tg e. 


2.15. Ştiind că 


tg — ctg =a 


să se calculeze în funcție de a'expresia 


tg 4g + 4tg2æ + 2a. 


2.16. Se dă 


sin z + cos 2 = p 

unde p este un parametru. Se cere : 

a) Să se calculeze în funcție de p expresia 

E=tga + etg a + tg? a + ctg? e + tg v + etg? a. 


b) Sá se determine æ € [0,27] pentru care E=-—2. 


2.17, Se dá 
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tgr+ctgr=a 

unde a este un parametru. Se cere : 

a) Să se precizeze ce valori poate lua a. 

b) Sá se calculeze în funcţie de a expresia 
E = sin 2 + cos æ + sin? a + cos? o. 


id se puná sub o formá calculată prin logariimi expre- 
siile : | 
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2,24 


| 2.21. $, sinea — 2. d 


2.18. E, = Vtga + sin œ —Vtga—sina. 
cos 24 + cos 2B + eos 2C +1 
eos 4 + eos B + eos C — 1 


A+B+C=x". 
Să se arate că E, =0 dacă si numai dacă A, B sau C 


2.19. E, = , dacá 


e T 
sint egale s . 


2.20. E, = sin? — cos? B — cos? C — 2 cos A cos B cos C+ 
+ sin ie 4 +B TÉ nes gu. 


jM 


k-1 


2.22. Sá se determine valorile parametrului real A pentru 


care expresiile următoare pot fi puse sub. o formá eal- 
culabilá prin logaritmi: 


E, = sin 22 + A cos 22 
E, = tg x + tg 2x +A tg 83x. 


2.23. Să se arate că expresia | 


E(x, a) = cos? (a — a) + cos? (a + a) — cos 2a cos 27 `~ 


este independentă de æ si a. 


Să se arate că expresiile următoare nu depind de a: 


l — sec?x  l—cosec?a 4 +1 
sin? æ cos? æ sin? 2% i 
2 + toa 2 A- eto x 4 
2.25. E. aa > $e ogg ina! e ES . 
l + cos 1 + sin? sin? 24 
à 41 
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| | | EM 
PROPUSO MUR A y 
e tg(a + e) +tg(a— 2) ctgla + æ) + etg(a — a) 


costa + 21 + sin'a). 


2, À 
1+4+xw—smna | 
at TT (G.M.B. 1974) 
Sá se demonstreze egalitátile : 
y 2 sin a 2 sin a + up 
cos a — cos8a. cosa — cos 5a 
2 sin a o sinna 
cos a — eos(2n + 1)a sin asin(n + 1) a 
(Conc. mal. Al. Lalescu, 1966) 
2.29. Jeosa + Vs2ob Jens a — les Vcosa —fsecb _ o. 


per ds V sos? a Vost 


2.30. arc sin + arc sin + arc sin = = arc sin y21 f 
n—2 
231. [[ tg E s 1 
k=1 2n 
2,32 a) Să se arate că | | gè 


arc tg 1 + are tg 2 + arc tg 8 =T 


< 


b) Ce condiții trebuie să verifi 
astfel încît l rifice a > 0, b >0, c>0 


VEI arc tg a + arc tg b + arc tg c = m. 


-- 42 


(G. M. B. [70) 
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2.33. Sá se demonstreze egalitatea 


2 sin a 
tg (a + kx) — tg ka = ———— ————— —— —— 
gl T Beg cos a + cos (a + 2k) 
si sá se arate apoi cá 

" 1 E ^ Sin na 


o ETA sin 2a cos (n + 1) a 


2.34. Să se arate cá avem egalitatea 
y 1 _tg(n +1) 
20 COS k? cos (k + 1)” sin 1? 

- si să se generalizeze. 

Sá se verifice identitățile : 


i 1+ sin æ cose EI 1 — sin 2 sino) 12 


. Sin 2 + cos o 4 sin 4 — cos v 


8 — (2sin x — l)(2sinz — cos2z) ^ 1 — sinc 


(2 sin a + 1) (2 cos æ + sin 2z) ^» eom ` 
: sin x +sin2x '. A. gm m. 
au 2cosx— 1 dE 5) dE 2 


aa COS 2 + eos 52 cos 9 f 
245, 98 - con ba T cos PE... to Ag. 
sin 2 + sin 52 + sin 92 
E: 7 sin 2kæ sin n(n +1) 
2.39, MEL cei ZA __Sin nn + De 
4 | 
sin (2k — 1) a p^ tgina 


2.40. Y ———=— i 
kay COS? (k — 1) a cos? ha — sinc 
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p 


| 2.43. sint z + cost zz — 
2.44. sinf æ + cos$ 22 —. 


2.45. 


9.41. Sá se demonstreze identitatea 
y: faj 2 sin a 
EA -" : 
x odd sie e i o cos a — cos (a + 2ka) 


si apoi sá se arate că 
1 sin na 


^" 


T . 
2 cos a — cos (2k + 1)a 2 sin? asin (n + 1) 4 


2,42. Sá se verifice identitatea PR | 
— b 
(cos a + cos b)? + (sin f +: sin b) = 4 cos? - 


«i - 


si sá se rezolve ecuaţia As 
(sin a + sin b)z? — 2(cos a + cos Sa — sin a — - sinb 0. 
Notînd cu a, si æ, rădăcinile ecuaţiei, sá se afle a+ b 


„ştiind că aa + a = 


Să se demonstreze inegalitátile : 


J$ 


d$ 


M 


4 


l — sin 2z 


| n 


sin 2 — cos z 


2,46. cos A + cos B + cos € ¿3 s AS+B>C=rx. 


- Sá se rezolve ecuaţiile trigonometrice : 
2.41. sin? z + sin?2z + sin? 3» — 2. 
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| i Ri T 
2.48. sin æ — cos a = V2 cos [a + á 
2.49. (1 — V2) sin? a — (1 + V2) cos? æ + sin 2z + V2 = o. 


2.50. sin?» — P sin 22 = 0. 


2.51. sin G + 3 cos s — 2) +==0. 
3 6 
2.52. 2 cos? v + V3 cos 2x — 3 = 0. 


l 1 
2.53. sin? 2 + eos? æ + —— + Ll = 0. 


1 
sing cosg 
2.54. (sin a + cos 2)” + (sin z — cos a)” = 0. 


2.55. 8(cos* z + sint z) = cos 22 + V3 sin 2z + 6. | 
| —— (G. M. B. [1974) 


l 3 
2.56. sin æ + sin y — cos (z + y) t; —9 


A | 3 
2.57. cos e + cos y — cos (z + gc 


2.58. Fie p si q două numere reale, p > 2, g » 2. Să se 


arate că ecuația 
sin? + costa =1 
: E kr Z 
are numai solutii de forma E „kez. 
Să se rezolve ecuația ín cazul în care p si g sint numere 


naturale, p > 2, q > 2. 
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Sá se rezolve si sá se discute dupá valorile parametrului 
m ecuaţiile : 


2.59. (m? — 1) cos? + 2(m* — m — 1) sin v — 2m? + 2m + 
+1=0 

2.60. (1 — m) cos 4v — 2(5 — 2m) cos 2x + 5m + 13 = 0 
(G.M.B. 5/71) 

2.61. 1 + cos 4% = m(sin x — cos c)? 


Sá se rezolve pentru m = 2 + /3 
(G.M.B. 2/72) 


2.62. sin 3x + sin 2y — m sin z = 0 
(G.M.B. S[?1) 


2.63. cos y + sin à = m. E 
2.64. m cos a + V1 — m?sin æ = 2 m? — 1. 
2.65. m sin 5a + V3 cos 5» = m + 2 
Sá se rezolve m — — 1 
2.66. 3 cos = 107 + 107 +1 


(G.M.B. 11/1973) 


2.67. Se dá expresia 


21 — 220 22 
Eu) = AL — M) cos? 2w + cos 22 + 24 — 1 
, * y . TP. . s 
Asin” æ + sin(7 + a | sin da a 
6 


» 


6 


unde A este un parametru real. Se cere : 
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a) Sá se arate cá E nu depinde de À. 
b) Sá se rezolve ecuaţia E (a) = 0. 


* 


2.68. Se dă ecuația 


Y 3c a... 90 
COS = eos — + m sm- Sin — = COS v 
2 2 2 


m fiind un parametru real, m 41. | 
Sá se arate că oricare ar fi m 3 1 imaginile pe cercul 


E" 9 m AS 
E 


trigonometric a soluţiilor ecuaţiei sint vîrfurile unui . 


triunghi echilateral. 
(G.M.B. 5/74) 


2.69. Fie a, az *** » 4, constante reale, o variabilá realá 
si ; 

ex COS (a5-3- € eos (Ant 2 
fia) = cos (a, + a) + EME Y + (an+ 2) 


9n—1 


Sá se demonstreze cá dacă f(x) = f(x) = 0, atunci 
2, — X, = kn, k e Z. 


2.70. Sá se determine multimea punctelor z — a + ib din 
planul complex știind că ecuaţiile - | 


a sin x — b cos z = 2 sin g cos 2 
& eos a + b sin a = cos? a — sin? a 
admit rădăcina comună 2, € R. 

! (G.M.B. 11/73) 


Sá se rezolve sistemele de ecuatii trigonometrice 


sin? + sin? y =1 


2.71. | 
4 cos 2v cos 2y + 1 — 0 


la ET 
2.72. tY= a 
| tg æ — tg y = 1 + V3 
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arc sin æ +4- arc eos y ==.0 


278. | 
! cos [8n (n + y) ] 1 — 0 


TT TC 
" NL: oT 
sin (a F) + eos (v 1 | 
2.14. 


hac jme 15% 


Să se rezolve si să se discute după valorile parametrului 
m sistemele de ecuații trigonometrice : 


&—y=m 
2.15. 
cos 22 + cos 2y -in eje aia + $1) ] 
2.76. m Sin æ — sin y = 0 


2cos2 + cos y — 1 


2.77. m + tg y = m 
ctgæ + ctgy=n 


2.78. Se consideră sistemul 
tg? æ + ctg? a =a | 
teta + ctg* v = b. 

Se cere: | 


a) Sá se elimine z între ecuaţiile sistemului dat obţinînd 
o relaţie de forma (a, b) = Q. 


b) Luínd a =m, b = sin y în N b) = 0 să se deter- 
mine valorile parametrului m pentru care ecuația obti- 
nută are soluţie în y. 


(T. P. Bucureşti 1972) 
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Es : 
so 


a . 2.79. Sá se rezolve inecuatiile trigonometrice : 


- — 1 
cos E cos 21 — db 
eos 27 
& 1 
2,80. tg ea < . 
2 l-cetge 
cos 24 . = 0 


2.81. = <S 
sin æ — cos e — y2 


9.82. arc cos? æ — 8 arc cos c +2 >0. 


2.83. Să se arate că în orice triunghi are loc inegalitatea. 
1 „n. 9/8 
“sin A + sin B'+ sin C Ena . 
Ín ce caz are loc egalitatea ? 


Sá se demonstreze cá intr-un triunghi oarecare avem 
relatiile : i 


à f _ de it ară _ 
9,84, Sin 24 sin (B — C) + sin 2B sin (C — 4) de 
| cos D arc C cos C cos A 


sin 2C sin (A 2 dH ET 
cos A cos B 


AM | 1 B 
2.85. sin 4 + sin B + sin C = 4 cos 5 cos — COS — . 


md 


2.86. sin 24 + sin 2B + sin 2C = 4sin A sin B sin C. 


E A B p, C C 4 
. . | = -~ — — x — = Le 
37, te ta a wor aia 
| 1 2.88. Y sin 2B + sin 2C — sin 24 cited = 2, Suma repre- 
7 sin? B + sin?C — sin? 4 | 
en A, B. C. 


E  zentind permutár'le circulare ale lu: 
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2.89. sin? A sin (B — C) + sin” B sin (C — A) + 
+ sin? C sin (4 — B) = 0. 
coe A , cos E , cos ^ + cos A eos B cos €) 


pr = 


2.90. ; I 


$391 ab cos C + becos A + cacos B opg, 
~ asnA+bsnB-+esinC 


2 92, a(b cos B+ c cos C) _ ys ctg B+ e etg C. 
sin A 


2.93. Să se arate că un triunghi este echilateral dacă si numai 
dacă 1 — 8 cos Á cos B cos C = 0. 


2.94. Să' se demonstreze că produsul razelor cercurilor 
exînscrise unui triunghi oarecare este inferior sau egal 


3¥3 


produsului laturilor triunghiului înmulțit cu a 
a 


Cînd are loc egalitatea ? 


'(Propuse la a X-a 0.1. M.) 


2.95. Sá se arate că dacă într-un triunghi 4BC există relația 
sin? 4 + sin? B + sin? C = 2 triunghiul este dreptun- 
ghic. 

(G.M.B. 11/11. XIII OIM. R. P. Ungare) 


2.96. Diagonala unui paralelipiped dreptunghice face cu 
cele trei muchii care pleacă din acelaşi virt unghiurile 
Y, Y, 3. Să se arate că: f 
a) 1 + cos 2e +- cos 2y + cos 23 = 0 
1 1 1 
b)— - 


cos” a cos? y cos? 3 


> N. 


(G. M. B. 5/74) 
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E 297. Între unghiurile unui triunghi oarecare ABC (A >C) 


1 


| . è B è » | 
avem relaţia sin — = sin n "m a Se cere : 
2 


a) Să se arate că relaţia dată este echivalentă cu relaţia 
: 2 2 


b) Sá se serie relatia pe care o verifică laturile triunghiului 


B Y5-—1 


e) Dacă sin -y = 


să se calculeze cos 2B și 


unghiul B: 


A—C . | 
d) Sá se calculeze cos — — ȘI sá se arate cum se pot 


determina toate unghiurile triunghiului. 
(1. P. Bucureşti, 1971) 


| 9.98. Să se rezolve triunghiul ABC în care se dau latura a. 
unghiul A si relaţia 2a = b + c. Discutie 


-2.99. Sá se rezolve un triunghi ABC cunoscind unghiul 4, 
latura BC = a si înălțimea AA’ =h. Discuţie. 


-2.100. Să se determine rădăcinile pătrate ale numerelor 
complexe 


Z,=8 +44, Z¿=5—121 


. 2,101. Sá se rezolve în corpul complex ecuațiile : 
a) 24 — 223 + 42? — 22 + 8 =0, 
b) z3 — (2 + d) 2422 4 i)s — 4i — 0. 
c) 2 + Biz — Bz — i -- 1 — 0. | 
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P2 


2.102. Sá se serie sub formá trigonometricá numerele complexe 
a (+2 (V8—3) . b) sin « + i(1 — eos a), 
a—ia-4i8) l — cosa + isina 
e)l— osa — i (1 + cosa) d) [1 — V3) + 
4- i (1 + V3) ] (cos « + ¿sin a) 
2.103. Sá se efectueze operaţiile: —— | 
le e /3 Gc = 
m_e A 1 — i(2 — V3); 
lam) y SN 
: Van. nn mm —— 
(52-205) ` neN; YO sma) til 4 sin e) 
Vs 4- i | 
2.104. Sá se arate cá ecuatia (1 + iz)" = p A 4z) are toate 
rădăcinile reale, p fiind un număr complex de modul 
egal cu 1.. 


2.105. Fie 2, Z, --:z, numere complexe de modul egal cu 
unitatea. A 
Sá se arate cá expresia 
E Es (2 + 22) (25 +29) *** (Zur + Za) (2s + 21) 
nae NE EE ME 
este realá, . 
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CAPITOLUL 3 


GEOMETRIE PLANA SI ÍN SPATIU 


3.1. 


3.2. 


3, 


3.3. 


Trapezul isoscel ABCD (BCI AD) este cjreumscris 
unui cerc.. - " is us TUM 
Se dà BC = 2a, AD = 20. 

I. Sá se calculeze raza cercului . 

9..S& se calculeze aria si perimetrul trapezului 

3. Dreptele 4B si CD sint tangente cercului in punctele 
M si N, diagonalele trapezului se taie ín E. Sá se arate 


că punctele M, E, N sînt coliniare. - 
4. Sá se calculeze ME în funcţie de a şi b 


În trapezul A B C D, avînd bazele AB si CD, fie M si 
N mijloacele laturilor neparalele 4D si BC, M, proiecția 
punctului M pe dreapta BC, N, proiecția punctului 


“N pe dreapta AD. Să se arate că: 


1. aria ACD + aria ADB = aria BDC + aria ABC = 
= aria ABCD | 


2, aria AND = aria BMC 


Ne= NN, 
Fie D un punct situat pe arcul BC al cercului circum- 
seris triunghiului echilateral ABC, E intersecția drepte- 


“lor AB si CD, F intersecția dreptelor AC $i BD. 


Să se arate că BC? — BE. CF | 
(Olimpiada matematică, Pekin-1963) 
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Bud 


Lob 


Pe un cere de centru O se considerá punctul fix 4. si 
punctul variabil M. Dacă B este simetricul punctului 
O față de A si C este simetricul lui A față de M, să se 


„afle locul geometric al intersecţiei dreptelor BM și OC. 


8.5. 


8.6. 


Fie 4BC un triunghi oarecare. Prin virfurile B si C 
se due două drepte paralele (d) si (d). Fie M intersecţia 
bisectoarelor unghiurilor formate de (d,) și AB şi respec- 
tiv (d,) si AC. Se cere locul geometric al punctului 
M cînd (d,) si (dj) se rotesc în jurul punctelor B, res- 
pectiv C, iar A descrie cercul circumscris triunghiului 
ABC. 


Fie ABCD un paralelogram si E un punct variabil 
pe latura AB. 


a) Să se demonstreze că cercurile circumscrise triun- 
ghiurilor DAE şi ECB se taie a doua oară într-un punct 
P situat pe latura CD a paralelogramului. 


b) Fie 7 intersectia dreptei EC cu cercul circumscris. 


"triunghiului DAE, iar J intersecția dreptei PA cu 


cercul cireumscris triunghiului ECB. Să se arate că 
triunghiurile 41D si BJC sînt asemenea si sá se demon- 
streze relația : 


EF? = AI.CJ = constant 


|. €) Să se găsească locurile geometrice descrise de punctele 


3.7. 


3.8, 


„Cercurile (BMC) si (BNC) întîlnesc pe AC si AB res- 


I si J 


Fie ABC un triunghi oarecare si M un punct în interiorul 
triunghiului. Paralele prin M la laturile triunghiului 
formează împreună cu laturile triunghiului trei triun- 
ghiuri cu vîrful comun M de arii S,, S, Sy. Să se exprime 
aria triunghiului ABC în funcţie de S,,S,, Sy. 


O dreaptă perpendiculară pe ipotenuza BC a triunghiu- 
lui dreptunghic ABC întîlneşte pe AB si AC în M si N- 


pectiv în Q si P. 
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a) Sá se arate că patrulaterul MN PQ este romb. 


b) Sá se arate că mulțimea romburilor astfel obţinute 


este alcătuită numai din romburi asemenea, cînd per- ` 


pendiculara pe BC variază, triunghiul ráminind constant. 


. e) Cum trebuie să fie triunghiul pentru ca rombul 
obţinut să fie pătrat. 


(Concurs matematica 1974) 


3.9. Se consideră segmentele AB si BF egale şi așezate 
- pe aceeași dreaptă. Pe AB ca latură si pe BF ca diagona- 
lá, se construiesc patratele ABCD si BEFG, G de aceeași 
parte cu C si D. Fie O, şi O, centrele celor două patrate, 
iar S=4AGnBC, R = AG n CE, M=CE n BG, 
T — CE n AF. 


a) Sá se arate cá punctele F,M,S,O, sint coliniare 


b) Dreapta BR este perpendiculará pe 0,0, si bisec- 
toare in triunghiul CRG. 


c) Bisectoarea unghiului .4£C este tangentă cercului 
circumscris triunghiului BTR. 


d) Patrulaterul BTMS este ortodiagonal. 
(Problema 11234, G.M.B., 9, 1971, Florian Pană) 


3.10. Fie ABCD un patrulater oarecare. Să se găsească 
locul geometric al punctelor M din planul patrulaterului 
pentru care MA? + MC? = MB? + ND?. Să se arate 
cá dacá existá trei puncte necoliniare care satisfac 
relatia, atunci patrulaterul ABCD este dreptunghi. 


. 9.11. Fie 4”, B', C' punctele în care medianele triunghiului 
ABC întîlnesc a doua oară cercul circumscris lui. Notind 
cu a*, b’, c segmentele B'C', CA’, 4'B să se demonstreze 

. am bm cm 
relația — 4 —* 4 — 
| am, bm, c'm, 


eB. 


A TA. 
Su xu 
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8.12. Fie ABC un triunghi fix si M un punct variabil pe 
dreapta AB. Cercul care trece prin punctele A şi M 
si este tangent în A dreptei „AC intersectează cercul 
care trece prin B si M si este tangent în B dreptei 
BC în punctul N. . | 
1. Să se găsească locul geometric al punctului N. 

2. Să se arate că dreapta NN trece printr-un punct 
fix. 

3.13. Fie ABCD un paralelogram si 4” un punct în planul 
său. Paralelele prin 4' la laturile paralelogramului taie 
pe BC si AD in D’ si P, iar pe AB şi CD în Q si B. 

1. Să se arate că dreptele 44”, BB”, DD’ sînt concurente. 
2. Să se arate cá dreptele PQ, BD, B'D' sînt concurente. 


3.14. În paralelogramul ABCD, fie M un punct variabil pe 
latura AD, B', C’ simetricele punctului M faţă de B si 
respectiv, C. Dreptele B'D si C'A se taie in P. 

1. Sá se gáseascá locul geometric al punctului P. 
2. Sá se arate cá dreapta MP trece printr-un punct fix. 


8.15. In virfurile triunghiului 4BC se duc tangentele la 
cercul circumscris care formează triunghiul A4'B'C'. 
Se notează prin 4,,B,,C, centrele cercurilor înscrise 
în triunghiurile 4!BC, B'CA, C'AB. 
1. Să se demonstreze că dreptele 44,, BB,, CC, sînt 
concurente. 
2. Sá se demonstreze că dreptele 44', BB’, CC’ sint 
concurente. | | 


3.16. În triunghiul ABC fie D un punct situat pe latura 
BC, P un punct situat pe AD si M mijlocul segmentului 
BC. Paralela prin P la BC taie laturile AB si AC în 
punctele P, si P,. Notăm Q = BP,n CP., R = DQn PM 


1. Sá se găsească locul geometric al punctului Q cina 
P este mobil pe AD. 


2. Să se arate că dreapta PQ trece printr-un punct fix. 
3. Să se găsească locul geometric al punctului R. 
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3.17. Fie ABCD un patrulater convex. Sá se găsească 
"locul geometric al punctelor O pentru care ariile patru- 
laterelor OBCD si OBAD sint egale. io 


3.18. Fie ABCD si AB'C'D” două patrate egale. Dreptele 
BB' si DD' se interesecteazá în punctul M. ¡ 
1. Sá se arate că dreptele BB”, CC” si DD” sînt concu- 
rente. | 


2. Sá se gáseascá locul geometric al punctului M cind 
pătratul 4B'C'D' este variabil iar ABCD rămîne fix. 


3.19. Ín triunghiul ABC, B' si C' sint mijloacele laturilor 
AC si AB. Fie M un punct pe latura BC ; paralelele 
prin M la AB si AC taie pe AC, respectiv AB, in P si N. 
1. Sá se gáseascá locul geometric al punctului de inter- 
secție a dreptelor NB’, PC'. | 
2. Să se demonstreze că dreptele NP, AM, B'C' sînt 

concurente. 


8.90. Fie ABC un triunghi isoscel (4B — AC), AD mediana 
laturii BC, DE perpendiculara din D pe AC, Fmijlocul 
segmentului DE. Sá se arate că AF este perpendiculară 
pe BE. 


3.21. Două cercuri se taie în punctele A si B. Tangentele 
în A la cele două cercuri le retaie în punctele C si D. 
a) Sá se arate că AC?.BD = AD*.BC 
b) Sá se arate că AB si CD sînt perpendiculare dacă 
şi numai dacă una din condiţiile următoare este înde- 
plinità: 
l. cercurile sînt egale, 2. cercurile sint ortogonale: 


3.22. Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC ca baze 
se construiesc în afară patratele ABMN si BCQP. 
Fie O, si O, centrele acestor pătrate, K mijlocul laturei 
AC, L mijlocul segmentului MP. Să se demonstreze 

„că O, LO, K este pătrat, 
(Etapa pregătitoare, Olimpiada 1961, URSS) 
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3.23. Două cercuri sînt tangente exterioare într-un punct A. 
Fie TT" o tangentă comună exterioară (T și T” puncte de 
contact) si M.M’ intersecțiile celor două cercuri cu o 
dreaptă variabilă care trece prin A. 

a) Să se găsească locul geometrie al punctului P, inter- 
secţia dreptelor MT si M'T"; 

b) Să se arate că dreptele PA și MM ' sînt perpendicu- 
lare 

c) Sá se arate că volumul generat prin rotația triunghiu- 
lui PTT" în jurul dreptei TT" este dat de expresia 


z PTA,PT”? 
ONE 


e 


(Admitere Fac. matemat., Buc, 1960) 


3.24. 1. Punctele M si N se proiectează pe laturile unghiului ' 


zOy in punctele M’, M” respectiv N’, N”. Sá se arate 
că o condiţie necesară si suficientă pentru ca OM si 

ON sá fie simetrice fatá de bisectoarea unghiului 
MM" MM” 


NN"  NN'C 

2. Să se deducă, apoi, că dacă într-un triunghi ABC 
dreptele AA’, BB', CC' sînt concurente, atunci simetri- 
cele acestora faţă de bisectoarele unghiurilor 4,B,C 
sînt concurente. 


vOy este ca 


3.25. Fie ABC un triunghi oarecare şi (d) o dreaptă în 
planul triunghiului care nu intersectează laturile aces- 
tuia. Fie 4,,B,,C,,G, proiecţiile punctelor 4,B,C,G 
pe dreapta (d), G fiind centrul de greutate al triunghiu- 
lui ABC. Să se arate că 44, + BB, + CC, =3GG, 


. 3.26. Fie ABC un triunghi oarecare si AA’, BB’, CC” inálti- | 


mile triunghiului. 


l. Sá se arate cà triunghiurile 4'B'C', A'B'C', A'B'C 
sint asemenea. 


ao Bg 


ii a ta 
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2. Dreptele 44', BB’, CC' sint bisectoarele unghiurilor 
triunghiului A4'B'C'. 


-8. Cercurile de diametre AB si AC taie pentru a doua 
oară dreapta B'C' în punctele P gi, respectiv Q. Să se 

arate că PQ are lungimea egală cu perimetrul triunghiu- 
lui A'B'C'. 


3.27. ABC fiind un triunghi oarecare ale cărui înălțimi 
sînt 44', BB' CC”, considerăm perpendicularele A'E 
si A'D pe AB şi respectiv AC (ES AB, DEAC). Dreapta 
B'C' taie înălțimea 44” in F, iar DE taie pe AA’ înG. 
Să se arate că G este mijlocul segmentului A'F. 


(Adm. Fac. mat., Craiova, 1972) 


3.28. În trunghiul ABC (AB — AC) perpendiculara in 
A pe AB taie pe BC in B’, iar I este piciorul perpendi- 
cularei din B' pe AC. Fie M un punct pe segmentul B B" 
și fie P,Q,R picioarele perpendicularelor din M pe 
AB, AC, AB. 


1. Sá se arate că BB” este bisectoarea unghiului 4B'I 
2. Sá se arate cá AP + AQ — AI. 


3. Fie E, F, G simetricele punctului M faţă de P.Q. R. 
Să se arate cá punctele E, 4, G sint coliniare şi cà drep- 
tele EF si GF sint perependiculare. 


4. Dacă înălțimea AD a triunghiului ABC este fixă, 
să se găsească locul geometric al punctului I. 


» 


3.29. Fie cercurile (0,) si (0,) care se intersectează în puncte- 
le A şi B. Prin A se duce o secantă variabilă care în- 
tilnește cercurile în P, respectiv P, Prin mijlocul seg- 
mentului P, P, se duce o perpendiculară pe P,P, care 
intersectează pe AB în 1. Dreptele IP, si IP, intersec- 
tează cercurile (0,) si (0,) în punctele Q, respectiv 
Q,. Să se arate că: 
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a) IQ, = IQ, si Qi Q. || P, P; 


b) Fie R, R, punctele de intersecţie ale dreptei Q, Q; 


cu (0,) respectiv (0,). Avem: P4Q, = AR, = PQ, =AR:; 
Q,E, = AP, ; Q = AP, | 


| €) Să se determine locul geometric al centrului cercului 


circumscris triunghiului BP,P,cînd P,P, se roteşte 
în jurul punctul A. | 


d) Sá se determine locul geometric al punctului de 
intersectie al bisectoarelor interioare ale triunghiului 


BP, Pa. | 


3.30. Fie Aa, Ay două semidrepte perpendiculare si punctul 


C fix pe Aa, “ar B un punet variabil pe Ay. Fie M pe 
Ay astíe ca AC? = AM.AB. 

1. Sá se arate că perpendiculara din M pe BC trece 
printr-un punct fix. | 

2. Sá se găsească locul geometric al intersecţiei perpendi- 
cularei din M pe BC cu BC. 


3.31. Fie punctele M,N,P pe laturile BC, CA, AB ale triun- 
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sînt concurente. 


ghiului ABC. 


1. Să se arate că perpendicularele pe BC, CA, AB în 
unctele M, N, P sînt concurente dacă si numai dacă 
BM? — CM? + CN? — AN? + AP! — BP? = 


2. Fie ABC şi 4”, B’, C' două triunghiuri. Sá se arate 
că perpendicularele din 4, B,C pe BC, CA, A'B' 
(respectiv) sînt concurente dacă și numai dacă perpen- 
dieularele din 4”, B', C' pe BC, CA, AB sînt concurente. 


3. Sá se deducă că perpendicularele din virfurile unui 
triunghi pe laturile triunghiului ortic corespunzátor 


4. În triunghiul ABC fie A’, B', C' picioarele bisectoare- 
lor interioare (4" pe BC etc.). Sá se arate cá perpendi- 
cularele în 4* pe BC, în B' pe CA, în C' pe AB sint 
concurente dacă și numai dacă triunghiul este isoscel 
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3.32. Într-un triunghi oarecare ABC notăm prin A, Bp C, 
simctricele picioarelor înălțimilor faţă de mijloacele 
laturilor respective (4, pe BC etc.). Sá se demonstreze 
că perpendicularele in A+ By C, pe laturile BC, CA, AB 
sînt concurente. | | 


3.33. Un dreptunghi se numește circumscris unui triunghi 
dacă una din laturile dreptunghiului coincide cu o 
latură a triunghiului și latura opusă trece prin al treilea 
vîrf al triunghiului. Fie A,» Bu» C, centrele dreptun- 
ohiurilor circumscrise triunghiului ABC care au pe 
BC CA, AB (respectiv) ca latură. Dreptele 44,, BB,, 
CC, taie laturile opuse ale triunghiului ABC în A 
B., C, Sá se demonstreze cá perpendicularele in 4, 
B,, C; pe laturile triunghiului sînt concurente. 


3.34. Să se arate. că în interiorul oricărui triunghi ABC 
există un punct M si numai unul astfel ca triun- 
ghiurileMAB, MBC, MCA să fie echivalente. 


3.35. Fic ABC un triunghi ascutit unghic cu ortocentrul H. 
Se iau pe direcţiile înălțimilor în sens opus fatà de 
virfurile triunghiului segmentelor HA' = BC, HB' = 
— BC, HC' — AB. Să se arate că: 


"1. laturile triunghiului 4'B'C' sînt egale cu dublul 
medianelor triunghiului ABC ; 


2. aria triunghiului 4'B'C' este de trei ori avia. triun- 


— . 


ghiului ABC; 
3. Dreptele 4'H, B'H, C'H trec prin mijloacele laturilor 


BO, A, AB"! 
(Adm. Fac. mat. Buc., 1969) 


-8,86. Fie AOB un triunghi dreptunghic in O. Punctele 
P si Q sint variabile pe dreapta OB (P intre O si Q) 
astfel încât unghiurile OAP si OQA sint egale 


, 1 1 
1. Să se arate că OP. 0Q — O4? și ————7 54 
t Q | 3 AP AQ? 
a— e ii 
OA? 


61 


CE Scanned with OKEN Scanner 


"Ss 


2. Sá se găsească locul geometrie al centrului cercului 
circumscris triunghiului APQ şi locul geometric al 
centrului cercului înscris triunghiului APR. | | 

3. Să se găsească locul geometric al intersectiei perpen- 
dicularei din B pe AQ eu perpendiculara din Q pe AB. 


8.87. Fie ABCD un trapez cu bazele AB și CD, înscris 
într-un cere și P un punct în planul trapezului. Dreptele 
AP, BP, CP, DP retaie cercul în punctele 4”, B', C’, 
D'. Sá se arate că cercurile circumscrise triunghiurilor 
PA'B', PC'D' sînt tangente. 


3.38. Fie O un punct fix în planul a, k un număr real pozitiv. 
Fiecărui punct P dina (Oj îi asociem punctul P’, 
situat pe semidreapta OP si astfel încît OP . OP" = k, 


1 E Wis . 
a) Sá se arate cá funcţia P-P' definită mai sus 
este o bisectie a mulțimii «N (0) pe ea însăși. 


b) Fie (d) o dreaptă în planul « care nu trece prin O. 
Sá se găsească mulțimea I (d) = {I (P) : P <(d));. 


c) Observînd cá I? = aplicaţia identică pe o^. (0) 

Sá se gáseascá I(C) unde (C) este un cerc care trece prin O. 
Transformarea I se numește inversiunea de centru O 
şi putere k. 


3.39. Fie ABC un triunghi oarecare. Fie P, Q pe latura 
BC astfel ca BP = PQ = QC. Se consideră A, al treilea 
vîrf al triunghiului echilateral PQA,, situat în afara 
triunghiului A BC. Se construiesc la fel punctele B, si C,. 
Să se demonstreze că triunghiul A, B, C, este echilateral. 


3.40. Pe laturile unui paralelogram se construiesc în exterior 
pătrate. Să se arate că centrele acestor pătrate sînt 
vîrfurile unui pătrat, 


3.41. Într-un triunghi dreptunghice ABC se notează cu O 
mijlocul ipotenuzei BC. Fie (d) perpendiculara în A 
pe AC. Proiecţiile punctelor B,C pe (d) se notează 
respectiv cu B’, C’. 
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1. Să se arate că BB" + CC" = BC; BB'.CC' = 
1 T 
pcs 
+ 
2. Să se calculeze raportul dintre aria trapezului BCC' B' 
si aria triunghiului ABC. 
3. Să se arate că cercurile circumscrise triunghiurilor 
ABB' si ACC" se intersectează într-un punct situat 


pe BC. 


3.42. Fie 4BCD un trapez; AB si CD paralele. Pe latura AD 
se ia punctul P iar pe latura BC punctul Q astfel încît 
AQ este paralelă cu PC. Să se arate cá PB este pa- 
ralelă cu DQ.. 


(Olimpiada Olandeză 1971) 


3.43. Să se arate că ortocentrul H, centrul de greutate G 
si centrul O al cercului circumscris triunghiului oarecare 
m ABC sint coliniare si cá HG = 2 GO. 


8.44. Fie 4 un punct fix pe un cere fix. Laturile unui unghi 
constant ea márime, cu vírful in 4, retaie cercul in 
punctele B, C. Sá se gáseascá locul geometrie al orto- 
centrului triunghiului BAC, cînd unghiul BAC este 
variabil. 


3.45. Pe un cerc se aleg punctele A, B, P. Din mijlocul M 
al arcului APB se duce perpendiculara MK pe cea mai 
mare dintre coardele AP si BP. Să se demonstreze 
că punctul K injumánátáteste linia frintá APB. 


(Problema E : 3840, G. M. B., 10, 1971) 


3.46. Fie I o inversiune de centru O și de putere k. Pentru o 
mulțime « de puncte mulţimea (1(M):Mexaj se 
numește transformată prin inveriunea J a mulţimii 
0. 


a) Sá se gáseascá transformata prin inversiunea T-a 
unui eere care nu trece prin Q. 
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b) Sá se arate cá o inversiune este o transformare 

conformá (adicá pástreazá unghiurile — in mod exact : 
fie (C,) si (C,) două curbe care au cu tangente în 
fiecare punct al lor si fie (C,') si (C,') inversele lor. 
Fie M, un punct pe (C4), M, un punct pe (Cj). M,' 
si My inversele punctelor M, si My. Atunci unghiurile 
tangentelor în M, la (C4) si M, la (C;), respectiv in 
M; la (C') si în M, la (C,') sînt egale. 


c) Sá se arate cá un cerc invariant la inversiune este 
ortogonal cercului de inversiune — cercul de centru O 
si rază VK. 

3.47. Se consideră un cere de centru O și rază R si un punct 


A interior cercului. Fie £’ inversul punctului 4 față 
de cerc si M un punct oarecare pe cerc. Se cere : 


a) Sá se arate că triunghiurile O.4M si 0A4'M sint ase- 


menea și —— = constant. 


b) Să se arate că bisectoarea interioară a unghiului 
AMA" trece printr-un punct fix C si să se calculeze 
distanţa OC în funcţie de OA =a, 04' = b. 


3.48. Fie ABC un triunghi si P un punct variabil pe dreapta 
AB. Perpendiculara în P pe AB taie dreptele AC si BC 
în punctele M si, respectiv, N. 


1. Să se găsească locul geometric al punctului I de 
intersecție a perpendicularelor în M pe AC si în N 
pe BC. 


2. Sá se arate că triunghiurile MIN si ACB sînt aseme- 
nea, 


8. Să se deducă egalitatea 
NB?.IC? = IM?*. NB? + PB?.1IC? 

3.49. Pe diametrul fix AB al unui cerc se consideră un punct 
P, iar pe cere un punct M. Perpendiculara în P pe PM 
intersectează tangentele la cerc în punctele 4,B în 
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C si, respectiv, D iar tangenta în M la cerc taie pe AC 
şi BD în C' si, respectiv D'. Sá se arate că: 
l. PC. PD = MP? 
2. C'D' = AC' + BD' 
3. AD', BC' si perpendiculara din M pe AB sint con- 
curente | 

4. Dacă I este punctul de intersecţie a dreptelor de la 


3) si N piciorul perpendicularel din M pe AB, sá se 
arate că MI = IN. l 


5. Sá se găseasă locul geometric al punctului J cnd M ` 
este variabil pe cerc. 


3.50. Pe latura BC a triunghiului ABC se consideră punctul 
| M si fie O mijlocul segmentului AM, MC' perpendiculará 
pe AC, M B' perpendiculară pe AB (C' &AC, B'eAB), 
ON perpendieulará pe 4C, OP perpendieulará pe AB, 
OQ perpendiculară pe MC”, OR perpendiculará pe 
MB" (N e4C, P<AB, QeMC', ReMB). 


1. Sá se arate cá p atrulaterul NPQR este paralelogram 


2. Sá se arate că punctele B',O, C' sînt coliniare dacă și 
numai dacă triunghiul ABC este dreptunghic în A. 


3.51. a) Să se arate că cercul medial (care trece prin mijloa- 
cele laturilor) triunghiului ABC intersecteazá laturile 
triunghiului sub unghiuri egale cu 4—B, B — C, 


y! Tangentele în 4'B'C” la cercul medial sînt antipara- 
lele, 


c) Cercul înscris triunghiului ABC este tangent cercului 
medial, 


3.52, Fie ABC un unghi oarecare; 44, mediana din 4, Ad 
bisectoarea lui 4 si fie (d) simetrica medianel AA. 
față de A4” (simediana din A) 
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a) Să se arate că simediana este locul geometric al 
punctelor ale căror distante la laturile AB si AC sînt 
proporționale cu aceste laturi. 


b) Simediana din 4 este locul geometric al mijloacelor 
antiparalelelor la BC. 
c) M fiind intersecția simedianei din 4 cu BC, sá se 
M c? 
arate că -—— = — 
MC b 
d) Să se demonotreze că, simedianele unui triunghi 
sînt concurente, 


3.53. Fie ABCD un tetraedru regulat, lungimea muchiilor 
fiind a si fie S mijlocul înălțimii 40 (O fiind proiecția 
lui 4 pe planu: BCD). 


a) Să se arate că dreptele SB, SC, SD sînt perpendicu- 
lare două cîte două. | | 
b) Sá se determine, in functie de a, distanta de la 


centrul sferei circum. crise piramidei SBCD la planul 
BCD si raza acestei sfere. 


(Adm. Fac. Mat. Bucureşti, 1960) 


3.54. Fie Ozxyz un triedru în care cele trei unghiuri din 
vîrful O sînt egale cu «. Fie A un punct pe Oz şi 04 = a. 
Să se găsească punctele B si C pe Oy respectiv Oz astfel 
ca triunghiul BAC să aibe perimetrul minim. Să se 
evalueze acest perimetru în funcţie de a si a. 


3.55. Pe bazele unui trunchi de piramidă oarecare se iau 
respectiv, punctul A pe baza de arie a şi B pe baza 
de arie b. Pe segmentul AB se ia un punct M astfel 
ca A, MB = 1: MA si se duce prin M un plan paralel cu 
bazele, care determină în trunchi o secţiune de arie S. 
1. Să se arate că 


d | wig si dl EA puncto situate între A si B astfel 
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Prin punetele M şi N se due plane paralele cu bazele 
care determină în triunchiul de piramidă două secțiuni 
de arii Sar si Sy. o abcr 
Sá se arate că Sy + VS, = Ya + Vb. 

(O. Sacter) 


3.56. Fie 4BCA4'B'C' o prismă triunghiulară regulată. 
Punctele M şi N sînt situate pe 44” şi respectiv BB’ 
astfel ca A'M = 2 MA, BN = 2 B'N. Cunoscind AB = 
— a, AA' =h să se determine perimetrul secțiunii 
determinate în prismă de planul care trece prin MN si 
este paralel cu AC. 


3.57. Fie 4BCD un pătrat de centru O si de latură 
a. Prin virfurile opuse A si C ale pătratului se duc în 
același sens perpendicularele AA' şi CC' pe planul 
pătratului. Punctul A' este ales astfel ca 40=au 
iar C' astfel ca A'C' = 2a. | 

a) Sá se arate că dreapta A'C' este perpendieulará 
pe planul A'BD. 


b) Suma volumelor tetraedrelor A'ABD si C'CBD 
egală cu volumul tetraedrului C'A'BD. 


1 (Adm. Fac. mat. Bucureşși 1960) 


[V4 


3.58. Fie M un punct în interiorul tetraedului oarecare 
ABCD. Dreptele AM, BM, CM, DM  intersectezá 
feţele opuse în punctele 4,» B4; Cy» D,. Să se stabilească 
egalitátile 
MA, | MB; MC, MD, _ A 
AA; BB, (C4. 4 DD, au. 

AM , BM , CM , DM 
— d -o + — + = = 8 
44, BB, CC, DD,., .. 

-3.59, Sá se arate că între razele E; Ro, Ra, R, ale sferelor 
exînscrise unei piramide triunghiulare și raza R a sferel 
înscrise piramidei există relația | 


1 y: 1 1 2 
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| 8.60. Fie triunghiul 4BC si un punct oarecare M pe segmen- 


tul AB. Notăm prin 7,, r4, 7 razele cercurilor înscrise 
respectiv în triunghiurile AMC, BMC şi ABC, iar prin 
P1 Pa» p razele cercurilor situate în interiorul unghiului 
ACB si exinscrise, respectiv triunghiurilor AMC, BMC 


si ABC. Sá se arate cá ZI uai 
0102 e 
(0. 1. M. 1970) 


- 3.61. Într-o piramidă patrulateră regulată SABCD (baza 


fiind patratul ABCD) se duce prin mijlocul muchiei 
SA planul perpendicular pe această muchie. Stiind că 
muchiile piramidei sînt egale cu diagonala bazei, sá 
se calculeze aria secţiunii determinate în piramidă 
în funcţie de latura bazei. Sá se afle raportul volumelor 
corpurilor în care este sectionatá piramida. 


3.62. Fie V, M, A, B patru puncte nesituate în același 


plan, astfel că segmentul VM este egal cu 2a, iar dreapta. 
VA este ortogonală la AM si VB este ortogonalá la BM. 


1. Să se determine centrul și raza sferei determinate de 
punctele V, M, A, B. 


2. Fie P piciorul înălțmii piramidei VMAB, care 
pleacă din V. 

Sá se arate cá P este situat pe cercul determinat de 
A,B,M şi cá P este diametral opus lui M ín acest 
cere. 


3.63. Sá se arate cá într-un tetraedru planele determinate 


deo muchie si mijlocul muchiei opuse au un punct comun. 


8.64. Fie ABCD un tetraedru oarecare si As B C dh 
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centrele de greutate ale fetelor BCD, ACD, ABD, ABC. 
a) Sá se arate cá dreptele 44,, BB. CC, DD, sînt 
concurente, | 

b) Dacá G este punctul de concurentá al dreptelor 
AA, BB, CC,, DD, atunci piramidele GA BC, GABD, 
GBCD, GACD au volume egale. 
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3.65. a) În tetraedrul ABCD muchiile AB și CD sint perpen- 


diculare. Să se arate că două din înălțimile tetraedrului 
sînt concurente. | 


b) Dacá douá perechi de muchii opuse sint. formate din 
perpendiculare atunci si a treia pereche este formatá 
din perpendiculare. În acest caz toate înălțimile tetra- 
edrului sînt concurente. 


3.66. a) Să se arate că un hexaedru avînd feţele patrulatere 


este “nscriptibil într-o sferă dacă si numai dacă toate 


"feţele sale sînt patrulatere inscriptibile. 


b) Sá se arate că dacă patru din fețele hexaedrului 
sînt patrulatere inscriptibile atunci toate fețele sint 
patrulatere inscriptibile. 


3.67. Care sînt singurele poligoane regulate ce se pot obține 


prin sectionarea unui cub cu un plan? 


3.68. Pe cercul bazei superioare a unui cilindru cu volum egal 


cu 1 se ia un punct A. Fie BC un diametru al bazei 
inferioare, punctele 4 si B apartinind aceleași gene- 
ratoare. Fie MN diametrul bazei inferioare perpendi- 
cular pe BC. Sá se demonstreze cá volumul márginit 
de suprafata cilindrului si planul care trece prin punctele 


'M,N, A este cuprins între 1/6 si 1/4. 


Etapa pregătitoare, Olimpiada 1961. U.R.S.S. 


3.69. În orice piramidă al cărui vîrf se proiectează în centrul 


cercului înscris în bază, raportul dintre volum și aria 
laterală este egal cu produsul dintre 1/8 din raza cercului 
înscris în poligonul de bază și sinusul unghiului diedru 
al unei fete cu baza piramidei. 


Etapa pregătitoare, Oli mpiada 1961. U.R.S.S. 


3.70. Un con circular drept are trei generatoare perpendi- 


culare douá cite douá. Cunoscind lungimea a a genera- 
toarei să se afle 


1, Volumul conului. 
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2. Aria sferei înscrise în con. 


. 8. Raportul ariilor calotelor determinate de cercul de 
tangentá a sferei cu conul. 


(Adm, Inst. Politehnic Cluj, 1973) 

3.71. a) Fie VABC un tetraedru și A’, B', C' trei puncte 
situate respectiv pe muchiile VA, VB, VC. Să se arate cá 
vol. VA'B'C'  VA'VB'VC' 

vol. VABC  VA.VB.VC 


b) Fie VABCD o piramidă cu baza un paralelogram si 


 A'B'C'D' intersecțiile segmentelor VA, VB, VC, VD - 


V4 , VB , VC 


eu un plan. No Zi ^ vB B, vc e, 
Us = ky, Sá se calculeze volumul piramidei VA' B'C'D' 


în funcţie de volumul piramidei VABCD si ka, kg 
ko, kp, | ! 
1 1 


1 1 
e) Sá se deducă relaţia — + — = — + — 
y a UE 5k 


(Concurs matematica, 1974, Laurentiu Panaitopol) 
3.72. Într-un plan (m) se dau două puncte fixe A, B si un 
punct variabil M. Fie un punct P din spaţiu așa încît 


din A şi B segmentul MP este văzut sub unghiuri de 
90%. Să se determine locul geometric punctului P dacă 


a) M este fix; 
b) M descrie un cere ce trece prin A si B;! 
c) M descrie o dreaptă perpendiculară pe AB 
| | | (Examen capacitate, 1935) 
3.73. Se consideră cercul cu centrul în O de diametru AB. 


Pe prelungirea lui AB, de partea lui B se ia punctul 
C prin care se duce o secantă mobilă care intersectează 
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A o S T 


piel in M si M’. Dreptele AM si AM taie perpendicu- 
lara în C pe AB în punctele P si P'. 


Se cere: 
ghiurile CMP si CM'P' sint 


a) Sá se arate cá triun s 
a si punctele M, P, M',P' sint conciclice. 


b) CP.CP' = const. si sá se calculeze lungimile segmen- 
e CP si CP în funcţie de OA — r, OC=aşiu= ¥ 
BAP | 

-Sá se calculeze aria totală și volumul obtinut prin 
M rca triunghiului AMC în jurul laturii AC în funcţie 
de 7, a şi q. | 
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CAPITOLUL 4 


ANALIZA MATEMATICA 


4.1. Arátati că dacă numerele a,, a, ***, a, formează o 
progresie aritmetică, atunci 


1 1 1 n —1 
aj E y = 
Q4 (o (o Ag O51 an Qi a, 

1 1 1 
b)— + don —= 
4,0; Aa O5. .1 Cn Qi 


4.2. Dacá S, reprezintá suma primilor » termeni ai unei 
progresnu aritmetice, atunci 


a) San = 8 (Son — Sa) 3 
b) Sa S, m-—n 


S uis m+n 


4.3. Dacă Sns Sons San semnifică suma primilor n, 2n, 3n 
termeni ai unei progresii geometrice, atunci 


5, (S5, t Son) = (San e SA, 


44. Să se determine marginea inferioară şi marginea supe- 
moară a sirurilor 


a) Ay = 


2n +1 
72: 
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1 b 
1429” 


b) An = 


A AM E 
e) a, = cos = — 1, oricare ar fı 4 € ft. 
n 


4.5. Să se arate, folosind definiţia limitei unui sir, că 


` 2 5 Pe 
no a nè +n 


c) lim 2 (Voi —/n) =0; 
E d) lim 
a 


e) lim RFI — 
n-o 3n? + 2 


1 


4.6. Sá se arate, folosind definitia limitei, cá 


n +1 


n? — 1 


nu are limita 2 


a) șirul (a,„hex , cu a, = 


" 1 EN 
b) șirul (a,),egy » cu a, =(—1)” + — nu are limitá. 
^q 


4^. Fie a un număr real pozitiv (a > 0). Sá se studieze 


: 1 
L] . . LI . tea Y 
convergența șirului (%,)ney definit prin a = a^ 


Da = Q^, 
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i d a | ot al m & 
4.8. Sedásirula mmi (ub, tr d, t 2 
pu eS 373 2 27 


da-i ,««"»cuo <a <1. Să se demonstreze cá 


lx a 


(a,)uew este monoton și mărginit si să se calculeze 


lim a,. 


Eno , 


4.9. Fie z un număr real pozitiv : 2 2» 0. Si considerăm siru 


1 
(a, ex. definit prin 4, = 2,4, = 8 + 5, 
1 1 
Ag = g d- 1 yt = a L i 
UH + — a+ 
ii . 9 9$ — I 
: a 
(în a, œ este scris de n ii > 


1. Sá se studieze monotonia sirului (An)new . Să se 
arate cá subsirul termenilor de rang impar este un sir 
crescător, iar subsirul termenilor de rand par este deseres- 


cător. 


2. Să se studieze covergenta sirului, 


4.10. Fie z un număr real pozitiv. Definim şirul (4,)mew 
pone e us siu a REN 


P m +Yy a+ + +a 
a, Sá se studieze monotonia sirului (4), ex. 


b) Sá se arate că şirul (4,)new este mărginit. 


c) Să se deducă convergenta șirului (G,) ew Si sá se 


ealeuleze lim a,. 
fi-^ 0 
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4.11. Să se arate că şirul (@n)nen avînd termenul general - 


Gn = SL mL 5a M LO este monoton si 
| 2+/1 2-y2 2 +/n 
mărginit, apoi sá se calculeze lim a,. 

n— 00 


4.12. Să se cerceteze dacă şirurile de mai jos sînt convergente 
si în caz afirmativ să se calculeze limita lor : 


| 1 1 1 
a) a, = l, 0 [1 -zf n a d — 2) m > 2. 


93 1 3-1 m-—1 
BHI 8-41 n+l 


E 

b) ^ "m Qp-1 = 
9 | 

| c) e a Gano ai 


A 


4.13. Fie a,b două numere reale. Definim sirurile (4,)new 


si (bahaex prin a e T7 , b = 
a +b | Qni F Paz b __ On + bna ian 
| ES 99 9 An = , e > —_ > 
2 2 | 2 


1 
1. Sá se arate cá a, — a5 — afi = n > 


AE E 1 
mr 501437) 


2 Sá se deducá convergenta către aceeaşi limită a 
„celor două şiruri, precizindu-se limita 
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: ' To 2+ a2 
4.14. Sirul (a,)s ex este definit prin Ga = 10,0444 = Pa 
Cr 


> 


n>2 


1. Sá se arate că șirul este monoton descrescător, 
2. Sá se arate că şirul este convergent şi să se găsească 
. limita șirului. 


4.15. Sá se cerceteze convergenta sirului (Aninew. unde 
1 1 

a = 1 - * oo + SR -L “a e 

: y2 Vn 


4.16. Fie z număr real astfel încît |x| < 1. Sá se arate cá 
şirul avînd termenul general a, = (1 + æ) (1 + æ?) (1 + 
+ 2*) ---(1 + æ”) este convergent si să se determine 
limita sirului. | 

4.17. Fie a, b numere reale pozitive (a > b, b > 0). Definim 


recursiv sirurile („ex (bn)ney prin a,=a, b,=b, a,,,— 


An + b 24, b , B cx, VIA 
— s bn > Dna = — — . Sá se arate cá sirurile sînt 
2 On 1-b, 


convergente si sá se determine limita comuná. 


418. Sirurile (a, en: (Dn) e y Sint definite prin a, = a, b, — b, 


4, + b, an tbn 
2 an + ba 


Sá se arate cá sirurile (a„)new > (bahen au aceeași 
limită si să se găsească limita. ` ` 


(a > 0,b 2 0);2, 1 = 3 nti — 


4.19. Sirurile (a,) 6 wXb,)exw se definesc prin a =a, 


a, + d — 
b, = b, (a > 0, b > 0) 3 Q1 DA , Dai + Vaud, * 


Sá se arate că girurile au aceeași limită. 
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4.20. Considerăm că şirul (a,)aeew definit prin relaţia de 


recurenţă à, = @n-1 t Q4 9 + An_goricare ar fin >38 


9 81 729 
d -jh Uy € 2,— |)» da € 4,——. 
cu a, € 15) ş€ | a) gel ETT 


Sá se arate cá gir ul Va, a, : n € N y este convergent și să 
se calculeze limita acestui sir. 


4.21. Se considerá sirul (a, hex definit de 


n 9 
=Yl 1 — ——— |. 
" 2 ick | . k(k + jd 


Sá se calculeze limita sirului avind termenul general. 
b,—mn- In au. 


( Probleme 11483, G.M.B. 9, 1971, E. V. Maftei) 
4,92. Sá se calculeze limitele urmátoarelor siruri : 


a) us — > (k? - — nk + n?). 


no n? k=1 
0 7T a e An i 
sin. — + sin — + *** + sin 
b) lim ___ 2% 2n 
mo ` , n 


e) lim 2 > k?, p — întreg pozitiv 
d) lim y (]/3 + £- 
no zi n? 
2 


2 


e)l im --^* A rper 


MEM cc 
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Xx 


4,23. Să se calculze - 


n 


n* + n? (i — 1)? + 2nm( — 1) + 2?- 


l. lim 1 
fi c n? 


1 » " 
" li n— 1 s.» è 
2 m "T 1 a+ + n) 


| pi t 1 
3. li + + — j|. k > 0. 
qe pics el 


" 2 " T 
4. lim „sine? + sin? A UL, qnia smit]. 
2 
5. lim l^. k 


fio Fr e 2n—k ` 


o 
mo ua (Mn +12 + n) 


n>0 m? 


7 lim -L ur ++ (n— 1) e]. 


4.24. Sá se calculeze limitele următoare : 


1 > X5 p întregi 


; AX 
2. lim 3 7 rn) ; %, B întregi 


5) lim P Fe Fi- VIT 
Uri devi DET AE 
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K lim Yi + + ÎTI pe = pa z 
jd ERO c E MARC iced wo 
AINT Vita id ie a E Via 
a — Ba 
7. li — y 
eso 8020242 
stim € teti i. 3 / 
— æ — 1 y j 


9. lim e?-*, 


gz>— a 


10. lim a"*9-—?, 


| 242 
11. lim a, 0O<a<l. 
| $—-—00 


32. lim (e* — a? + 2). 


v> o 


13. 1 DE + sin & — alea v 
n 


347] CRM EE 


E LEE, D 


| s E 1 o " 
15. lim zi £520. 
g-0 æ ' 


[+] | o 
16. lim Qr pU T2 
£0 aq 
s ey 1 


9-0 


; 0, b >0 


- 


UNA i sin bæ 
15, Tim PATA, 


20 Vitara: zb 
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cos 2 — sina i 


19. lim 3 Es j 
PE T | 
4 Ac rn | 
. l — eos eos 2v cos 8v :-*- cos nam 
Oy. - In nuu LLL Leere tl cid 
20 c? | 
. Adaresin (1 + 2e 
21. lim (1 +22) . 
1 4a? — 1 
to - 
l 1 1 n k 
22. lim —- log l-- kc: 
z>0 NL A H y P 


4.25. Se dă mulțimea E = ( — 1,1) si funcția f: E > f (E) 
definită prin f(z) = 22 + 1. Se cere: 


a) Să se arate că funcţia f este bijectivá si să se determine 
J^? (2). | | 
b) Dacă se consideră prelungirea lui f la R: 
~ 2æ 1, LE E 
A 
este f (æ) o bijectie ? 
4.26. Se considerá aplicatia f a lui R ín R definitá de 
" "wq cpu pese jt — 1 | + (2 — a) —a— 
a) Să se determine valorile lui a pentru care această 


aplicație este bijectivá si apoi sá se determine aplicatia 
reciprocă fl, 


b) Sá se verifice pe cazul acestei funcţii că fof? = 
— ff — I, unde I este funcția identitate, 


(Adm. Inv, politehnic Buc., 1973 G.M.B. 5174) 


4.27. Fie aplicaţiile f, si f, ale lui R în R definite asttel 
file) = e? rl, 
fac) = 82 — 2, 


a) Să se arate dacă sînt bijective, Admit funcţii inverse ? 
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b) Sá se studieze aplicațiile f, o fa si fac fi. 

4.28. Se consideră funcția f: R —^ Rde argument æ definită 
de relația 
alæy — 1) + a[ey — (e + y) +1] =0, cu a 4 — a, 


a ER, « e R*. 


a) Sá se arate cá domeniul de definitie al lui f este o 
reuniune de intervale si f este o bijectie strict descrescă- 
toare pe fiecare din aceste intervale. 

¿ 


b) Există în general două elemente din domeniu care 
se corespund (în ele însele) prin f. Care sînt acele elemente? 


(G.M.B. 5/1974) 
Z.£9. Sá se studieze continuitatea funcției 


1 


a, | ml 


unde A = li 1, pentru 2 % 1. 
Lo. 
4.30. Fie f: R> R definită astfel 
| 0, z«0 
f(z)-—41 , 


— 


le” m — O0. 


Sá se cerceteze dacá functia f este derivabilá de douà 
ori pe dreapta reală, ` 


4.31. Sá se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei 
J: E — hR unde 
, ei ve 
J(z) = lim gr mem + QER, 
2m 1 ds qna | 
(Adm, Fac. Mat. mecanică, Buc., oral, 1973) 
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4.92. Sá se studieze continuitatea funcţiei f: [0.1] >R | 
„ definită prin | E 

o Pad e= 01] 
fæ) = 
0, e = 0 


unde [a] semnifică partea întreagă a numărului a. 


4.33. Se dă funcţia f: [—1,1]>R definită prin 
sin & æ e [—1,0) 
flo) = 101” 
4&3 + «v + B, æ e [0,1]. 


1. Sá se determine « si f astfel încât f să fie continuă pe 
[—1, 1] si derivabilá pe (—1, 1) 


! ! 2. a si B fiind determinaţi să se arate cá |f(z)| < 1 
T pentru orice 2 e [—1,1]. 


4.34. Se considerá intervalele (0,1) (2, 8), (3, 4) si funcţiile 
u:(0,1)>(2,8)30: (2,8) > (8, 4) si w: (0, 1) > (3, 4) 
satisfăcind relaţiile w — vou, - 


1o +2, 2<0<2+3 
v(2) = : , w(æ) = sing + 8 
2 


pentru 0 < g < l.. 


2 = 
3 1 
9* — |20T$3«2«8 


a) H se găsească punctele în care funcţia u este conti- 
nuá. | 


b) Să se găsească punctele în care funcția u este deri- 
vabilă. | . i 


(Admitere Fac. mat. mec., Buc., 1974 ) 


js - A35. soe ponderi funcțiile f, g: (0, 1)>(0, 1) definite 


CE Scanned with OKEN Scanner 


uu EUR | 
2 0<2 << —— 
fla) = i ) g(a)= i 
Cs STE? 3» 2 « v «1. 


Să se păsească punctele de continuitate și derivabilitate 


ale funcţiilor f. 8 80f 


4.36. Sá se studieze continuitatea si derivabilitatea urmá- 


toarelor funcţii : 


$—1| -2 | 
i Rey LT æ € R— {0} 
0, iw, 
2 —6l 
b) ft c LES jo 
| v—8 dacă xe(—o—2/2] v(2/ 2 - 
e) fi) —-11 — Va —8. 0) (3,8) 
-5 dacă z= — 8 si 2—8 S 
| æ | are tg CHE MOTO dacă æ & EN (1,2) 


| 82 — a? — 2 | 
d) fía) = 


7 dacă m=] 
—T dacá a=2 


In [1 +1n (1 — 2), æ< O 
fa) =t y. 
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Es T a >0 

I ; ze —o0, —1 U [4 + 00) 
Lx 4 arc rg T pi gel ] 

li ^s sin (20? — 1) x c g8 (1) 


— 
i O 
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2437. Se dá funcţia 
| —(ġ+ 2) 
PR AE 
l O, @ = 0. 
a) Sá se arate că f(æ) ia toate valorile din intervalul 
[f(—2)./(2)] atunci cînd a e [—2, 2]. 


b) Sá se arate că f nu este continuă pe [—2, 2]. 
(G.M.B. 5/1974). 
4.38. Să se calculeze derivatele următoarelor funcții : 
1. f(a) = ln (are tg a). 
2. f(1) = tg? (sin c). 
Ls inf in =). 
lla 
4. f(x) = sin (sin 2) + cos (cos 2). 
5. f(x) = e” (sin 2a + cos 82). 


6. f(x) = sing cos? g. 
7. f(a) =a”. 


8. f(x) E — Va — 1. 


; 1 
9. f(æ) = are sin : + are cos 
hy 


TL 


10. fía) = ete + In —ÀL— . 
"EET 


11. f(2) = In (z aa a?) — In((e d EY a). 
s 4.39. Se consideră funcția 
p. J(z) = æ +/ (a — 2). 
q A studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pe 


184 
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4.40. Se considerá functia 


Ko =1+ «<a, 
Sá se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pe 
[0, 1] si aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pe [— 2, 1]. 


4.41. Aplieind teorema lui Lagrange funcţiei f: (0,00) > R. 
fa) = Ina sá se arate cà : | 


> 


1. Sirul (4,)ney definit prin a, = 1 + PETIT 


Sim 


ne N este divergent. 
2) Sirul (b,), ey definit prin b, = 1 + ; nom 
n 
— in n este convergent. 
4.42. 1. Fie a un număr real, «a > 1. Sá se arate cá pentru 


orce număr natural n ex'stă numărul x, € (n,n + 1) 
„astfel ca n17* — (n + 1) = (o — 1) 2, “si sá se arate 


A . æ 
că lim == 1. 
2-0 n 


à S cH 8 " d 
2. Fie definit şirul (a,),ey prin a, -X 7h 


Sá se arate cá pentru « > 1 şirul (a,), gy este conver- 
gent, iar pentru a < 1 șirul este divergent. 


4.43 Fie f, f:[a,b]— R o funcție continuă pe intervalul 
[a, b]. Sá se arate că există un punct £ € (a,b) astfel 
încît să avem 


E 
| OEA ED), 
o Ps a 4- b — 9£ 


« 


4.44. Fie [a, b]. à « b un segment al dreptei reale. Notám 
prin C([a, b]) mulţimea tuturor functiilor reale definite 
pe [a, b], continue pe [a, b]. Pentru fe C([a, b]) definim 


(Lf) (a) = f f(2) depentrua < æ < b, (Tf) (a) = 0. 
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Sá se arate că aplicația (Tf) este continuă și derivabilă — 


pe [a, b] si sá calculeze (Tf) (a), a e [a,b]. 


4.45. Să se demonstreze inegalitátile :; 


a) a «ln(- a) < €, pentru æ >0 


3 


b)ez—7 <sina < w, pentru z >0. 
6 


e) ES <in(n+ 2) « « +1, pentru e > 0 
z+2 


d) n(b — ajar=1 < b — a” < n (b —a)b^7, o <a <be 


4.46. Fie f: R — R o funcţie continuă. Sá se arate cá urmă- 


toarele condiții sînt echivalente (i) f este impará (ii) 
a k 
$ JO) dt = constant. 


(Problema 18368, G.M.B. 8/973, M. Vlada, Enunj corectat) 


; , “447. Să se păsească toate funcţiile f, f: R>R cu pro- 


prietátile : f este continuă pe R şi f(z + y) = f(a) f (y) 
pentru orice æ, yreali. | | 


4.48. Fie E mulţimea funcţiilor f definite pe mulţimea 


numerelor reale. cu proprietatea 


f(u + v) = fu) + fo) 
| 1 + flu) fo), 


a) Să se arate că dacă există un a, real pentru care 
J € E si f(ao)=1 atunci funcţia f este constantă 


„Şi egală peste tot cu 1, Verificaţi dacă această functie 


face parte din E. Analog pentru a, = —1 si f(a3) ——1. 


| > b) Dacá f este o functie din E care nu ia valorile 1 şi —1 


si dacă funcţia g definită prin g(v) = 1 +4) 
| LA 1 — f(x) 
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este definită pentru orice zreal si nu este funcția constant 
zero atunci g(u + v) = g(u) g(v). "d 
c) Presupunind cá f este continuă si derivabilă, ce se 
poate spune despre g? Sá se serie expresia generalá 
în funcţie de un parametru a strict pozitiv a lui g(x). Sá 


se arate cá 
ar —1 
(a) = , 
a* 4-1 


Sá se arate cá functiile astfel definite apartin lui E. 
4,49. Să se construiască graficele funcțiilor 
a—1 
pa fa = al) E: 


a) = —————. 


a? — 22— 8 


Er dl ad 1 


| at — 1 
p 
d) fæ) = AS utilizind si derivata a doua a 
- &'—4274-8 ' 
functiei f. 


e) f(z) = max [2?, (14+ |] — 11)? ]. 


f) fa) = lo —1 03 


_a—2* -- 1 . 
g) f(a) == 


4.50. Se considerá functia 


PALA e oi 
1-0 |æ + 1] + ce" ' 


a) Să se studieze continuitatea si derivabilitatea funcției | 
„pe domeniul maxim de definiţie 
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A 


.b) Sá se determine asimptotele la graficul funcţiei. 


(Admitere A.S.E. Ciberneticd, 1973) 


4.51. 1. Sá se determine «a, B astfel ca funcția f: D E 


definită prin f(2) = TTE sá admitá douá puncte 


cad a+ 
de extrem ale căror abscise a; v, sînt date de sistemul 


2. Cu « si B determinati să se reprezinte grafic funcţia, 
obţinută. 


4.52. Se dă funcția 


fla) —ma? — 2ma + 1. 
a) Să se rezolve grafic ecuaţia f(1) = 0 


b) Să se traseze curbele ((I,) si (Tə) corespunzătoare 
valorilor parametrului m = 1 si m = 0 şi să se arate 
că coordonatele punctelor de intersecţie se gásese pe 
curba (T) a funcției Ja | 


4.53. Sá se ide integralele urmtoare ; 


dd 
— 824-2 


w? 4:102 — 102 — 10 
aa + 1) 


bx 
E 
p 
d 


"yw net 
2a? + 9a? + 102 + 2 
a* 4- 2a + 9 


da. 


V22 +: + 5 da, 
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are tg (2 + 1) de 
(2 +1) 


4 


sin a În (sin «)da. 


«) 
. 
oa As 


8. Ven (1 + a?) da. 


e” sin 8vda« 


9. | 
10. | eos? a sin 2a da. 
11. (— Z. 
sin 2 + 8 cos æ 
— ZR 
3sin a + 2 cos? æ 
18. AA 
cos 2 + 8sin o 4-1 
14. p 
(2? + a) 


15, ( E MR 
TEXT 


4.54. Se consideră, funcţia f: EN(2] 5 R, fla) = 
— 144% — Da? 
y (e — 2)? à; 
1. Sá se rezolve inecuafia a + < f(x). 


2, Sá se construiască graficul funcţiei f, utilizind si 
derivata a doua. | 


89 


CE Scanned with OKEN Scanner 


.. 8. Să se calculeze aria mărginită de graficul funcţiei f 


de asimptota oblicá şi dreptele a = : si a =8. 


4.55. Fie f: R> R funcţia definită prin 


|. |2 (æ — 1) — 8a 

a* +1 | 
1. Sá se cerceteze continuitatea si derivabilitatea func- 
tiei f. 
2. Să se reprezinte grafic funcţia f, calculîndu-se efec- 
tiv extremele. | 
8. Folosind graficul sá se discute ecuaţia (m-+-2) (2? +1) = 
= |2(a2 — 1) — 3x | verificîndu-se rezultatele si prin 
calcul direct. 


4.56. Fie fo funcţie de variabilă reală z, definită: prin fa) = 
E 2(1? — 2) 
a+x—2 

a) Sá se studieze variatia si sá se traseze graficul func- 

tiei într-un sistem de axe ortogonale. Sá se verifice că 


pentru | z| > 8 au loc inegalitátile 
1. 4 « f(a) < 9,5. 


( Bacalaureat, Franfa 1972) 
- 491. Se consideră funcţia 


3—4 
fiis T A 


g2 — 
unde a si b sint parametri reali. Se cere : 
1°. Sá se determine a si b'astfel ca să avem lim f(2) = 0. 
2” Să se reprezinte grafic functia f(w) pentru a — 1,0 = 0 
„8. Sá se calculeze aria mărginită de dreptele 2 = 4, 
g = 6, y —0 și graficul funcţiei f de la punctul 2°. 
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4°. Să se arate că axa Oy este axă de simetrie a graficului 
funcţiei fde la punctul 2”. 


(Admitere Inst. Politehnic Cluj 1974) 


4.58. Se dă funcţia f(v) = ln | 1-4 z) 
æ 


a) Să se studieze variația si să se traseze graficul funcției f. 
b) Să se calculeze limita sirului cu termenul general 


un  f(1) +12) + ++: + f(n). 

2 è 
c) Să se calculeze integrala f(x) da. 

1 

(Admitere I. P. Buc., 1974, G.M.B. 12 |74) 
4.59. Să se calculeze ariile mărginite de curbele următoare 

l. y = a? — 82 + 2, y = 0. 
2. y => (2 — 1), y=aşiy=0. 


E (219 ya LE 


3. y — (£ —1 ). 
= ( ) 
2 
4. y=00—2) y= à 
9. y = — a? + 4z +l, ay — 4. 


4.60. 1) Parabola y? = 2z se rotește în jurul axei oz. Sá se 
caleuleze volumul corpului obţinut prin rotaţie, mărginit 
de un plan perpendicular pe Oz dus prin punctul 4(3, 0) 
2) Să se reprezinte curba dată parametric prin ecuaţiile 
2 = Cos, y = sin?t si să se afle volumul corpului 
obținut prin rotirea curbei în jurul axei Oz. 


paa se rezolye ecuatiile diferentiale cu variabile separa- 
ile 


1. fic? dy — yde = 0 
2. (a? + æ + 1) dy + sin ydo = 0. 
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|. 8. (ay? — a) de — (a?y + y) dy =0. 
4. E. 1) dy + (y? + 1) (x — 1) de = 0. 


2—1 
sant aar 
„4.82, Să se rezolve ecuațiile diferențiale 
1. y = (x — y +1). 
2. (æ P Oops TR 
8. (22 — y + 8) da — (4a — 2y) dy = 0 
fácind o schimbare de variabilá convenabilá. 
4.63. Sá se rezolve ecuatiile diferentiale, fácind schimbarea 
de funcție xy = u(2). 
1. y + zy = æy. 
2. A =0 


8. aè (y + ay) =>. 
4.64. Sá se determine solutiile RR A ale ecuaţiilor dife- 
rentiale : 


LA cos 3% — 5 sin 8a. 


2. y" = 82? — » — 8. 


1 " 
8. y" = e + - —sin a. 
a 
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CAPITOLUL 5 


GEOMETRIE ANALITICĂ 


5.1. Se dă dreapta (d) de ecuaţie 22 + 3y + 6 = 0. Se serie 
ecuaţia unei drepte paralele cu (d) si care face cu axele- 
de coordonate un triunghi de arie 4. 


5.2. Într-un sistem de coordonate carteziene ortogonale se 
consideră dreapta (d) de ecuaţie 3x + 4y — 6 = 0 si 
punctul 4 (3, — 1). 

a) Sá se determine douá drepte care trec prin A si fac 
cu dreapta datá un unghi de 450, 


b) Sá se scrie ecuaţiile a două drepte care împreună cu 
dreptele de la punctul a) formează un pătrat în care o 
diagonală, e dreapta (d). 


5.3. Faţă de un sistem de coordonate carteziene ortogonale 
se consideră triunghiul 40B si un punct fix C. Prin C 
se duce o dreaptă variabilă pe care se iau punctele M si N. 
În M şi N se duc perpendiculare pe OA respectiv OB. 
care intersectează laturile opuse în M’ şi N”. Să se 
arate cá M'N" trece printr-un punct fix C’ cînd MN se 
rotește în jurul punctului C. 


5.4, Se dau cercurile de ecuaţie 
(C,) æ? + y? — 4v — 0 
(C,) a? 4- y? — 102 — 0, 
O dreaptá variabilá care trece prin origine intersecteazá 
cele două cercuri în punctele P respectiv Q. Se cere 
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5.6. 


55 


Arr gg 


* 


a) Sá searate cá tangentele in P si Q la cele douá cercuri | 
sint paralele. B 
b) Locul geometrie al mijloeului segmentului PQ. 


Fie triunghiul 4BC oarecare în plan. Dintr-un punct 
O se due perpendiculare pe dreptele 04, OB si OC care 
intersectează laturile BC, CA şi AB în punctele M, N, A. 
Sá se demonstreze că aceste puncte sint coliniare. 


Într-un sistem de axe ortogonale se consideră punctele 
Ala, 0), B(o, b) si P(o, p). l 

a) Fie B’ simetricul lui B față de O, A" si Q mijloacele 
segmentelor OA respectiv AP si R = BR n Oa. 

Sá se arate cá paralela prin E la Oy, OQ $i AB sint 
trei drepte concurente intr-un punct S, ale cárui coordo- 
nate se cer: . | 


b) Sá se determine pozitia punctului P astfel ca tangen- 
ta în P la cercul circumscris triunghiului ABP să fie 
perpendiculară pe dreapta AB. E 


c) Sá se scrie ecuatia 'eereului (c) care trece prin ori- 


gine si este tangent dreptei 4P in A. 


d) Cercul (c) intersecteazá a doua oară axa Oy in T. Sá se 
găsească locul geometrie al intersecţiei tangentei in O 
la cercul (c) cu paralela la Oz prin T, cînd P descrie 


axa Oy. 
(G.M.B. 2/72) 


Într-un sistem de axe ortogonal se dá punctul M (1,3) 
> 1 e 1 Ed ^ 

prin M se duce o secantă variabilă care intilneste axa 
v în A si pe Oy in B. Fie C mijlocul segmentului OM. 


„Dreapta AC intilneste axa Oy în N. 


Prin N ducem o paralelă la OM care intilneste pe AB 


în P. Să se determine locul geometrie al punctului P. 
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5.8. Se dau punctele 0(0,0), 4 (1,1), B (m,0). Se cere: 
a) Să se scrie ecuaţia cercului ce trece prin acestepuncte. 


b) Locul geometrie al centrului cînd punctul B este va- 
riabil pe Oz. 


c) Ecuațiile tangentelor la cere în O si A și unghiul 
a dintre ele. Pentru ce valori ale lui m, a = 45? 


5.9. Se dă un triunghi echilateral ABC. Pe laturile BC, 
CA, AB se iau punctele 4”, B’ si C” astfel ca : 
AB BC, CA 1 
A'C ° BA "CB dg 
a) Să se demonstreze cá dreptele 44', BB', CC sînt 
concurente într-un punct M. 


b) Să se afle locul geometric al punctului M cînd k 
variază, 


c) Sá se determine Kk astfel ca punctul M să aparţină 
cercului circumscris triunghiului ABC. 


5.10. Faţă de un sistem de coordonate carteziene oetogonale 
se consideră cercul de ecuaţie a? + y? + 4x =0. 


Dacá 4 si B sint punctele de intersectie a cercului 
cu Ox, o dreaptă (d) perpendiculară pe AB intersectează 
pe AB în C, simetricul lui B în raport cu A. Prin 4 
se duce o secantá variabilă care întilneşte pe (d) în P 
iar cercul în Q. Dreapta BQ intilneste pe (d) în R iar 
dreapta AR intilneste cercul în L. Prin punctele P si R 
se duc paralele la AB care întîlnesc pe AR in M si AP 
în N. Se arată că: 


a) CP - CR = const. 
b) Punctele P, L, B si M, P, N sint coliniare. 


c) Dreapta NL trece printr-un punct fix. 
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5.11. Se dá un cere (C,) cu centrul în origine si de rază R 


Yr» 
el 
$45 
C i 


í - "A 
si un cere (C,) cu centrul pe dreapta y = q si de razá 
== Fie M punctul de intersecţie al coardei comune 


a celor două cercuri cu perpendiculara dusă din centrul 
cercului (C,) pe diametrul cercului (C,). Se cere: 

a) Să se serie ecuaţia axei radicale a cercurilor (C,) si 
(C,) ý 

'b) Locul geometric al punctului M. 


5.12. Faţă de un sistem de coordonate carteziene ortogonale 


se consideră punctele A(à, 3), B(—2,0), C(2:0). 

Vîrful 4 este variabil. Se cere : 

a) Să se găsească locul geometric al ortocentrului 
triunghiului ABC. 

b) Să se construiască grafic curba loc-geometric de la 
punctul a). | 


2 2 i 
5.13. Se dă elipsa Z Pa — 1 = 0 şi o tangentă AT în- 
a 


trun punct oarecare A al ei. 

a) Sá se serie ecuațiile cercurilor care trec prin cele 
două focare si sînt tangente la dreapta AT. 

b) Să se arate că punctele de contact ale cercurilor cu 
dreapta AT sînt situate pe tangentele în vîrfurile axei 
mici ale elipsei date. 


e) Cercurile se intersectează sub un unghi constant. 


3.14. Fie parabola y? = 2pæ si AB o coardă a ei. Mijlocul 
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C al segmentului AB se proiectează pe Ox în C’. Prin 
C se duce o perpendiculará pe AB care intersectea- 
ză Ox in D. Se cere: 

a) Sá se arate că oricare ar fi AB, lungimea segmentului 
C'D este p. 


i iti 
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b) Sá se deducá o solutie pentru determinarea virfului 
unei parabole.cind se cunosc două puncte si axa. 

c) Sá se deducá din (b) că punctele în care normalele 
lui A şi B taie axa sînt egal depărtate de D. 


5.15. Faţă de un sistem de coordonate carteziene ortogonale 


se consideră punctele 4(3,0), B(0, à), A fiind un parametru 
real. Perpendiculara pe dreapta AB în mijlocul C seg- 
mentului AB intersectează axa în punctul D. Se cere: 


a) Ecuația cercului ce trece prin punctele B, C si D. 
b) Locul geometric al centrului cînd B se deplasează 
pe Oy. ; 

A ; 9 
c) Sá se arate cá directoarea parabolei y? — | [e 8z 


este tangentá cercurilor determinate la punctul a). 


5.16. Íntr-un sistem de axe rectangulare se considerá para- 


bolele p, p, de ecuaţii a? — 2py = 0, a? + 2py = 0 
Dreapta t este tangentá parabolei p,. Sá se gáseascá 
locul polului M al dreptei t în raport cu p.. 


(0.1.M. Bucureşti, 1969) 


5.17. Se dă hiperbola echilaterală a? — y? = 4 si o dreaptă 


5,18, Fie a Oy un sistem rectangular de axe. Pe axa Ox se 


variabilá paralelá cu Ox ín plan care intersecteazá 
hiperbola în punctele A si B. 

Fie M punctul de intersectie a dreptelor 40 si BD unde 
C şi D sînt virfurile hiperbolei. Se cere: 

a) Locul geometric al punctului M. 

b) Fie N punctul de intersectie a dreptelor BO si 4C 
Să se determine locul geometric al punctului N. 

c) Sá se precizeze poziţia celor două locuri geometrice 
găsite față de cercul 224 y? = 4. 


consideră punctul fix A,iar pe axa Oy punctul mobil 


^ M.1) Să se găsească locurile geometrice ale virfurilor N si P 


ale pătratului AMNP şi aj] centrului acestui pătrat. 2) Să 
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se arate că cercurile circumscrise pătratelor AMN P, cind 
M variază, formează un fascicol de cercuri. Sá se găseas- 
că cercul de rază minimă al fascicolului. 3) Cercul AMNP 
intersectează axa Oa în puntul M', diferit de A, şi axa 
Oy în punctul 4” diferit de M. Să se găsească locul 
geometrie al punctului Q—AM n A'M'. 4) Dreapta OQ 
taie cercul AMNP in punctele U si V. Sá se arate cá 
punctele O,U,Q, V formează o diviziune armonicá. 
5) Tangentele ín punctele 4 si M la cercul ANNP. Se taie 
în T, Sá se găsească locul geometric al punctului 7. 


planare 4, B, C, D sint 


5.19. Sá se atate că unctele co 
i d diagonalele 4C si BD 


virfurile unui paralelogram avín 
dacá si numai dacá 
AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD: 


b) Să se arate că segmentele care unesc mijloacele latu- 
rilor opuse într-un patrulater pot fi laturile unul para- 
lelogram avînd ca diagonale diagonalele patrulaterului 


(Aristide Leonte, problema 13943, G.M.B., 3, 1974) 


5.20. Pe o dreaptă d se iau punctele A şi B fixe. De aceeaşi 
parte a dreptei d se consideră cercuri tangente in A si 
B dreptei d si tangente între ele, iavind centrele în O, 
si O,. | p 
1) Sá se arate că dreapta 0,0, rămîne tangenta unui 
cerc fix. | 
2) Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie a 
dreptelor AP, si BO,. 8) Să se afle locul geometric al 
punctului de tangentă al celor două cercuri. 
8) Sá se afle locul geometric al punctului de tangentă 


al celor două cercuri, 


5.21. Se consideră un sistem de axe regulatoare Ox si Oy și 
punctele A(a, —a), Bla, —a) C(a, a), D(—a, a), a 
fiind un număr real nenul. Prin punctul C se duce o 

. dreaptă care taie dreapta AB în punctul E si dreapta 

. AD în punctul F. 1) Sá se arate că dreapta care unește 
punctul Æ cu mijlocul J al segmentului DF este tangentă 
cercului înscris în pătratul ABCD. i 
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2). Sá se arate că dreapta IE intersectează dreapta, 
BF într-un punct H, situat pe cercul circumscris pă- 
tratului ABCD. 


1 n 2 F i 
5.22, Se consideră elipsa — HA —1- 5i punctul P(2a, 0) 
a 


1). Să se serie ecuaţiile tangentelor duse din punctul P 
la elipsă si să se determine punctele de tangentă, T "ny. 
2) O dreaptă variabilă care trece prin P taie elipsa în 
punctele R si Q. | Al 

Sá se gáseascá locul geometric al intersecţiei tangentelor 
în R si Q la elipsă. | 

3). Sá se verifice cá locul geometrie obtinut contine 
punctele T si T”. 


5.23. Fie OABC un dreptunghi si (d) o dreaptá variabilá care 
trece prin O ; dreapta (d) intersecteazá pe AB in N Si pe 
BC in M. Simetrica dreptei (d) faţă de OA intersectează 
pe AB în Q si pe BC în P. Să se afle locul geometric a 
intersectiei dreptelor PN si QM. 


5.24. Prin focarul parabolei y? — 2pa = 0 se duce o coardă 
AB care face unghiul a cu axa Oa. 1) Să se demonstreze 
relația AB sin*« = 2p. 2) Dacă prin focar se mai duce 


și coarda CD perpendiculară pe AB să se arate că = + 


1 " . 
E uw 3). Dacá CD si AB sint douá coarde vari- 
A p 


abiie care trec prin focar, să se găsească locul geome- 
tric ai intersecţiei dreptelor AD şi BC. | : 


5.25. Sá se demonstreze : 1) tangentele duse dintr-un 
| punct exterior la o parabolá formeazá unghiuri egale cu 

capta ce uneste acest punct eu focarul respectiv cu 
parabola prin acest punct la axa parabolei. 2) dreapta 
care uneste punctul exterior cu focarul este bisectoarea 
„unghiului format de razele vectoare ale punctelor de 
contact. 3) distanta de la focarul unei parabole la 


99: 


CE Scanned with OKEN Scanner 
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vîrful unui unghi circumscris este medie proporţională 


între razele vectoare ale punctelor de contact. 4) tangen- 
tele la parabolă duse dintr-un punct al directoarei sînt 
sînt perpendiculare și reciproc; coarda punctelor de 
tangenţă trece prin focar, iar dreapta ce unește punctul 
de pe directoare cu focarul este perpendiculara pe coardă. 
5) orice coardă dusă prin focarul parabolei este egală 
cu de patru ori raza vectoare a punctului de contact al 


tangentei paralele cu coarda. 


5.26. Fie curba (C) de ecuaţie zy = de, 


1) Sá se arate cá tangenta într-un punct variabil al 
curbei (C) şi cele două asimptote formează un triunghi 
de arie constantă : 2). Fie M,, M, două puncte fixe si M 
un punct variabil pe curba (C). Să se arate că dreptele 
MN, şi MN, taie pe fiecare asimptotă segmente de lun- 
gime constantă. | 


5.27. În sistemul Oy se dau punctele fixe A(a, o), B(b, o0). 


Pe axa Oy se consideră punctul variabil M. 1) Prin A se 
duce parabola la BM, iar prin B paralela la AM, care 
se intersectează în N. Să se arate că dreapta MN trece 
printr-un punct fix 2) Perpendiculara în A pe AM si 
perpendiculara în B pe BM se intersectează în L. Să se 
găsească locul geometric al punctului L. 


5.28. Să se determine locul geometric al punctelor care au 


proprietatea că tangentele din ele la o parabolă determină 
pe tangenta, în vîrful parabolei la parabolă un segment 
de lungime dată. 
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^ CAPITOLUL 6. 


PROBABILITATI 


6.1. Ín urma unei experiente se pot produce evenimentele 


" "T NEE E 
incompatibile E,, E,, E, cu probabilitățile "er. 


Care este probabilitatea ca în urma experienţei sá 
apará cel putin un eveniment ? 


Dintr-un lot de 1000 piese din care 900 piese sint co- 
respunzátoare si 100 defecte se extrag la intimplare 
100 de piese. Care este probabilitatea ca din cele 100 
piese extrase, 95 sá fie corespunzátoare? 


6.2 


Íntr-o urná sint 5 bile albe numerotate de la 1 la 5 
si 5 bile negre numerotate tot de la 1 la 5. 

Se extrag la întîmplare 5 bile. Care este probabilitatea 
ca între cele 5 bile extrase sá avem cel puţin o pereche 
cu acelaşi număr? 


Într-o pungă sînt 200 lozuri din care 4 câştigătoare. 
Cele 200 lozuri.se împart în 4 grupe a 50 lozuri fiecare. Care 
este probabilitatea ca în fiecare grupă să avem un loz 
cîştigător? 


6.4 


6.5. Se aruncă zaruri de 10 ori. Care este probabilitatea ca 
dubla șase să iasă cel puţin de două ori? 


. 6.6. Într-o urnă sînt bile de trei culori: m albe, n negre si 
l bile roşii. Se extrag la întîmplare cîte o bilă, astfel : 
a) fără a fi reintrodusă în urnă după extragere $1 
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6.7. 


6.8, 


6.9. 


b) cu reintroducerea în urnă a fiecărei bile după fiecare 
extragere. | 

Să se calculeze probabilitățile ca sá extragem o bilă 
albă înaintea unei bile negre. | 


Un elev 4, primeste o informatie pe care o transmite 
sub formă de semnal „da“ sau „nu“ unui elev Ay. Acesta 
o transmite lui 44. si Aselevului 44. Ultimul elev anunță 
rezultatul primit. Știind că fiecare din ei spune adevá- 
rul într-un singur caz din trei se cere probabilitatea 
ca primul elev să fi spus adevărul dacă ultimul a 


spus adevărul? 


Într-o cutie sînt n bilete din care m (m < n) câştigătoare. 
Biletele sînt extrase la întîmplare de n persoane. Se cere : 
a) Sá se arate dacă șansele de cîştig sînt egale pentru 
fiecare jucător ; 

¿b) Cînd trebuie extras biletul astfel ca șansele de cistig 
să fie mai mari. , | | 


Într-o urnă conținînd n bile se introduce o bilă albă. 
Dacă toate presupunerile privind formaţia inițială 
abilelor după culoare sînt egal probabile, care este 
probabilitatea de a extrage din urnă bila albă? 


6.10 O persoană serie n scrisori la n persoane diferite, le 


pune în plicuri și după ce a lipit plicurile scrie o adresă 


pe fiecare plic. Care este probabilitatea ca cel puţin o 
persoană să primească scrisoarea adresată lui. 


6.11, Se dau şase urne cu structurile : 


(U): două urne contin cîte 4 bile albe si 2 negre 

(U,): trei urne contin cîte 8 bile albe si 5 negre 

(Uz) : o urná contine 6 bile albe si 4 negre 

Se extrage la intimplare o bilá dintr-o urná. Se cere: 
a) Care este probabilitatea ca bila extrasá sá fie neagrá 


b) Dacă s-a extras o bilă albă care e probabilitatea ca 
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6.12. Avem piesele lucrate de același atelier în două zile 
puse separat. Piesele lucrate în prima zi corespund 
condiţiilor tehnice de calitate iar din cele lucrate a 
doua zi 1/4 nu sînt de calitate. Se ia o piesă la întîmplare, 
și se dovedeşte a, fi de calitate. Să se determine proba- 
bilitatea ca a doua piesă luată la întîmplare din aceeași 
rămadă să fie necorespunzătoare dacă prima piesă, 
după verificare, este repusă la loc. 


6.13. La o şcoală tehnică în cei trei ani sînt n elevi din care 
n,(k = 1,2,3) în anul k. Se iau la întîmplare doi elevi 
şi se constată că unul Învață mai puțin decît al doilea. 
Care este probabilitatea ca elevul care învață mai mult 
să fie în ultimul an ? | 


6.14. Doi jucători de sah excluzind posibilitatea de a 
avea partide egale isi pun urmátoarele intrebári. Ce e 
mai probabil de a cistiga in fata unui adversar egal: 
a) 8 partide din 4 sau 5 partide din 8? 

u) nu. mai puţin de 3 partide din 4 sau mai puţin de 
5 partide din 8 ? 


6.15. La un atelier se face un control de calitate a pieselor 
executate. Se la din lot un esantion de 100 piese care 
sint controlate punind de fiecare datà piesa inapoi. Pro- 
babilitatea ca luînd la întîmplre o piesă din eșantion, 
să fie defectá este 0,002. Se cere: 


a) probabilitatea de a gási 8 piese defecte ; 
b) probabilitatea de a gási cel mult 10 piese defecte 


6.16. Se consideră trei urne cu următoarele structuri: 
(U,) : conține 8 bile albe si 4 negre. 
(U;) : conține 10 bile albe si 2 negre 
(U;) : conţine 5 bile albe si 5 negre 
Se extrage la intimplare cite o bilá din fiecare urnà. 


Care este probabilitatea sá obţinem două bile albe şi una 
neagrà? 
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6.17. Într-un sac se găsesc zece bile, unele de culoare albă, * 


altele de culoare roşie. Numărul de bile albe este notat 
cu æ şi presupunem: 2 <a < 8. Numărul de bile roșii 
este notat cu y. | 
1%. Sá se calculeze în funcţie de 2 $i y; apoi in functie 
numai de æ probabilitatea p pentru ca, trágind simultan 
şi la întîmplare două bile din sac, ele să fie amîndouă de 
aceeaşi culoare. Aplicaţie numerică a = 4. 


22 Care trebuie să fie numărul g al bilelor albe pentru ca 
această probabilitate să fie minimală şi care este acest 


minimum ? 

3° Să se verifice că formula care dá pe p în funcţie de 
x este valabilă si pentru æ = 0 și pentru 2 = 1. Să se 
spuná fárá nici un calcul de ce ea este valabilá $1 pentru 


æ = 9 şi pentru 2 = 10. 


(Bacalaureat Nice, 1967) 


6.18. Un candidat trebuie sá tragá trei bilete la oral din 


cele douăzeci si două pregătite de examinator, care 
cuprind : zece bilete de algebrá, sapte de trigonome- 
trie si cinci de aritmeticá. Candidatul trage succesiv trel 
bilete fárá a pune la loc un bilet pe care l-a tras. 

1°. Care este probabilitatea pentru ca: 

a) cele trei bilete sá fie de algebrá, 

b) numai un bilet sá fie de algebrá. 

2°, Care este probabilitatea de a trage în ordine un 


bilet de algebră, unul de trigonometrie; unul de aritmeti- 
că ?, 


(Bacalaureat, Pare, 1966) 


6.19. Într-o clasă sînt 50 de elevi, 80 de băieţi si 20 fete. 
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Prin tragere la sorti sînt împărţiţi în grupe de cite 10 
pentru a se prezenta la examen în fiecare zi cîte o grupă. 
Să se serie tabloul de distribuţie a variabilei aleatoare 
ce prezintă numărul de fete care se prezintă la examen 
în prima zi. 
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6.20. La un lot de piese se face un control de calitate, Piesele 
sînt verificate în regim de suprasarcină iar probabilitatea, 
fiecărei piese de a trece de verificare este 0, 8. Verifi- 
carea se terminá dupá prima piesá care nu rezistá. Sá 
se serie tabloul de distributie a variabilei aleatoare ce 
reprezintă cifra accidentală a verificărilor. 


6.21. 1. Intr-o urnă sînt 8 bilealbesi2 bile negre. Se extrag n 

bile. Să se determine n astfel ca probabilitatea ca între 
bilele extrase să fie cel puţin o bilă neagră să fie mai mare 
ca 8/15. 
2) Să se detrmine probabilitatea, ca într-o școală cu 1096 
elevi sá existe cel putin 4 elevi care sá-si serbeze ziua de 
naștere în aceeași zi a anului. (Se va considera anul cu 
365 zile). 


(Concurs matematici, 1974, O. Tomescu). 


6.22. O urnă conţine a bile albe şi b bile negre. Din urnă se 
scot, cite una, 2 + y bile, fie a) punindu-se de fiecare 
dată bila extrasă înapoi. 

b) neputîndu-se niciodată bila extrasă înapoi. 

Se notează ca p, respectiv p, probabilitățile obţinerii de 
æ bile albe si y bile negre în variantele a) , si b). 

Sá se arate cá dacă a — b si æ = atunci p, € p,. 


( Concurs matematică 197 t Harald Müller). 


6.23. Într-o urnă sînt a bile albe si b bile negre. Se extrage 
cite o. bilă, fără a o pune în urnă, pînă ce se obține v 
bile albe. 


Să se serie repartiția variabilei aleatoare y ce dă numărul 
de bile extrase din urnă pînă ce s-au obținut æ bile albe. 


(Concurs matematica, 1972, V. Craiu) 
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6.24. Într-o cutie se află cîte patru cartoane însemnate cu 


6.25 


literele A, B, C, D. Se extrag la întîmplar patru cartoane. 
Să se determine probabilitatea următoarelor evenimente : 
1) Toate cele patru cartoane să fie însemnate cu litere 
diferite. 2) Cel puțin unul din cartoane să fie însemnat cu 


litera 4. 8). Două cartoane să fie însemnate cu aceeași 


literă. 4) Cele patru cartoane să se prezinte în formația 
AA AA. 


. Un vinátor trage asupra unui animal sălbatec n 
gloanţe. Probabilitatea ca un glonț să lovească ani- 


1 i A um 
malul este de=. Pentru uciderea animalului sint su- 


ficiente l. gloanţe (1 <l <n). Dacă un singur glonţ 


nimerește animalul, el este ucis cu posibilitatea dos 
| m 


Sá se calculeze probabilitatea ca animalul sá fie ucis. 
. (V. Craiu, V. Gh. Vodă) 
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CAPITOLUL 1 


PROBLEME DIVERSE 


7.1. Un sir de Ses reale este definit prin tg = 2, ua = 


ho neN 


o 


1) Se notează uw, = v, + 1. Să se determine o relaţie 
între 0, +1 $1 Vn s apoi să se calculeze v, siu, în funcţie 
de n. 

2) Să se calculeze lim u, 


n= o6 


3) Sá se determine cel mai mic intreg n, astfel ca pentru 


£ 1 sa LS ; . 
N, Ng Să avem | u, —l1| «—— , l fiind limita sirului vu, 
104 
( Bacalaureat, Clermond-Ferrand, 197 1 ) 


7.2. Un sir (avea este dat prin a, = V2, bes = (2), 
n = 1, Mt abi 


1) Sá se arate cà sirul este crescátor 
2) Sá se arate cá sirul este márginit superior 
3) Sá se afle limita sirului (Gu en 


(Concurs matematică, 1971) 


43. Se dà sirul (Enney unde a, =a(a > 1) si anu = 
1 1 
= —| 2, 4- nin. 
21 Ln 
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TA, 


1. Sá se arate cá sirul este monoton. 
2. Sá se arate cá sirul este márginit 


3. Sá se calculeze limita șirului a. 
(Concurs matematică, 1973) 


Fie f funcţia definită pe R astfel 


a3 — a? cînd a este rational 


Ft) = irati 
(a) | o cînd æ este irațional 


15. 


, 


7,6, 


1) Sá se studieze continuitatea funcției f 


2) Să se studieze derivabilitatea funcţiei f 
(Concurs matematică, 1973) 


Se dă funcţia f:R=R 


2 
E hp pentru t < — 1 
2 
f(t-— i  pentrut e [—1,1] 
SP 2+1 
ae pentru > 1 
2 
1) Să se arate că funcția f are derivată continuă. 


1 


E da. 


2) Să se calculeze \ 


J KE) 


0 
(Admitere, Facultatea de matematică, Craiova, 1971) 


Se dă funcţia f: E — E prin 
fæ) lo A RS 


E fiind domeniul maxim de definitie. Sá se afle 


1) domeniul maxim de definitie 
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2) asimptotele graficului 
3) solutiile ecuaţiei 2f(2) — 62 = 8a(In2 — Ina) 
4) lim f'(a)) 
Te ( Admitere, Facultatea de chimie, Craiova, 1971) 
7.7. Fiind dată funcţia f: E 5 R, y = f(a) = E eet) 
| Vi + ez 
1) Să se arate că verifică ecuația (1 + 22)? y" + 22(1+ 
day +y=0 
2) Să se studieze variația funcţiei şi să se construiască 
graficul ei. . 


3) Sá se calculeze aria cuprinsá intre arcul de curbá si 
dreapta care uneste punctele de pe cele douá axe de 
de coordonate prin care trece curba. 


(Admitere Institutul Politehnic, Timigoara, 1971) 
7.8. Se dá funcţia f: R — R prin 
== Tas C 9i AL 
f(a)— Va? + (a —2)vr—a--2 
unde a cste x» parametru real. 


1. Se cere sáse determine multimea valorilor lui a pentru 
„care domeniul de definiţie al funcţiei f coincide cu 
domeniul de derivabilitate al acestei funcții. 


2. Să se reprezinte grafic funcţia dată pentru a = 3 


3. Pentru valorile lui a determinate la punctul 1) să se 


calculeze 
2-4 
: d 
r " 
(a) = | E 
A Flo) 


si să se arate că I(a) 4 0. 
(Admitere Inst. Politehnic, Timişoara, 1974) 
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7.9. 


Să se detrmine parametrii reali, a, b, astfel încît rădăcinile 
ecuaţiei P(x; a, b) = æt + a? Fa? + ax -- 0 — 0 să 
formeze o progresie aritmeticá si in acest caz sá se 
rezolve ecuaţia P(v;a,b) —0 


2. Fie dat polinomul P (æ) = w + a? -- à? 4- c -- 1 


Să se calculeze suma S; = + + —— + 
.04—2 (,-—2 (t4—2 
; unde 4, 45, 24, v, sînt rădăcinile ecuaţiei 
Pæ) = 0. 


8. Generalizare : dacă P„(2) = a"-|- a^-1 4... $ +1, 


să se calculeze S, = 


, unde a; 4 =— 1,2---n, 

* LJ l tel a — LJ E 
sînt rădăcinile ecuaţiei P,(w) = 0 si să se calculeze 
lim — 


n>o N 


(Admitere Fac. mat-mec. Cluj-Napoca, 1974) 


7.10. Se consideră funcţiile f(x) = In (1 + VI + a2), g(x) = 


HD 


In (æ + V1 + 2?) definite pe multimea numerelor reale 


1. Sá se studieze monotonia functiei f si sá se precizeze 


care este cea mai mică valoare a ei. 2) Sá se arate. 


că pentru orice v >0 este verificată relaţia ze 
lY 
(| ez =o. 


9. Sá se arate cá polinomul (1— 2c e- pati + (1 -+ 


Fa + a22)2+1 este divizibil prin (ef? — 1)2. 4) Să se 


găsească soluţiile din (0, x) ale ecuaţiei trigonometrice 


f(tgu) = g(etg a) — In 3. 


5). Să se arate că g(*) < æ pentru orice a > 0. 


(Admitere Pacultatea de Informatică, Iaşi, 1974). 
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| 7.11. Se consideră ecuaţia diferenţială 
y" —2y + 5y = 2e*(2a* — 8m + 9). 
1. Sá se verifice cá f(2) = (2 — 2)'e* este o solutie 
articulară a ecuaţiei 2). Sá se găsească soluţia generală 


E ecuaţiei. 
( Bacalaureat, Caen, 1971) 


7.12. Se consideră funcția f definită prin 


fla) = e + 8e* — 4 l 


1. Sá se studieze variația acestei funcții, sá se traseze 
graficul funcției, precizîndu-se axa de simetrie. 

2. Să se calculeze aria domeniului plan mărginit de 
graficul funcției si axa Ox situat în semiplanul y < 0. 
3. Să se rezolve ecuația diferențială. 


y” + y' — 2e? 


si să se determine soluția particulară care pentru v =0 
ia valoarea 0 si pentru derivată —2. 


( Bacalaureat, Nancy,1971 


„1.13. Se consideră, ecuaţia diferențială 
y" + 9y =0 (1) 


1) Să se verifice că funcția y, = (cos æ — sin 2) (2 sin 22 
| + 1), e R, este o soluţie a ecuaţiei si apoi, scriind 
» A soluția generală a ecuaţiei (1) sá se arate că y, se poate 

. obține din aceasta pentru anumite valori particulare 
ale constantelor arbitrare. | 


2) Fie M mulţimea tuturor soluţiilor — funcţii reale—ale 
ecuaţiei (1), definite pe R. Sá se arate că M are o struc- 
tură de grup aditiv comutativ, care este izomorfă cu 
mulțimea, perechilor ordonate de numere reale, de torma 
(4, B) pentru care operaţia de compoziţie este definită 
prin (4,, B,) + (47, Ba) = (4, + 4» B, + Bo). 
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3) Să se găsească soluțiile ecuației (1) care sînt nule 
pentru a = 7 si au maximul egal cu y2. 
4 | 


(Institutul Politehnic, Iași, 1972). 


7.14, Fie ai ap *** An» * * * termenii unei progresii aritmetice 


cu ratia r si fie S, suma Dy = A Ra a studi y ds. 
1) Caleulindu-se diferența ag,; — a? sá se stabilească 
identitatea valabilă pentru orice număr natural p: 
Py — a? = Cyr8, a + Cor Sa tt ctt 

+ C?7y?A8, + Cór?S, 

2). Reciproc, dacá identitatea de la 1) este valabilá 


pentru orice n si orice p, atunci numerele 4, dz: *** an 
formează o progresie aritmetică ca ratia r. ' 


3). Sá se deducá expresiile pentru S,»S3, Sz, precum si 
suma expresiei  . | | 

E = 414, + aag + *** + Gan 

4) Sá se rezolve si sá se discute 4,4434, = — 1 în ipo- 
teza că a, =sint+asir=1. - 


. (Admitere, Facultatea de matematica, Bucureşti, 1970) 


7.15. Fie f:[0,00)— R o funcție de două ori derivabilă 
pe (0,00) cu derivata continuă si astfel ca FO) = 0 si 


f continuă în zero, f"(z) > 0 pentru orice x >0. 
Să se demonstreze : 


a oon 
1) lim 42) existá, finitá sau nu. 
£290 æ 


UA 7 
2) 23 < pia). 
14 , 
L 
" w 
8) Funcția F(t)= s de este strict convexá. 
UH 
(17(1) > 0). 
(Concurs matematica, 1974) 
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. w . ce? 
7.16. Se consideră funcţia J(2) = — —- unde A este un 
a+ 
parametru real nenul. 


a) Sá se studieze monotonia functiei f, precizind valo- 
rile lui A pentru care ea este strict crescátoare. 


b) Sá se arate că pentru ^ > 1 are loc inegalitatea 


2 
a 
e»1-c A oricare ar fi v > 0; 


c) dacă ay 4, sint rádácinile reale ale derivatei sá se 


calculeze 
1 En Que 2 
E BZA 2 
lim | — 2-2 
A>0 1 m LEUH 


d) Pentru ce valori ale parametrilor A si u ecuația 


G + le a+ 1) f(x) = 02 are ca rădăcini sinu- 


surile unghiurilor unui triunghi dreptunghic. 


e) sá se calculeze | (22 + z?) sin x f(x) de. 


(Adm. Fac. de mat. mec., Iaşi, 1971) 


7.17. Să se arate că orice grup cu cinci elemente este izomort 
eu grupul Z, (grupul aditiv al claselor de resturi modulo 5). 


(Admitere Fac. mal. mec., Buc., 1971) 


7.18. Să se arate că dacă aj, aa» *** > Un Sînt n numere reale 
pozitive astfel încît a, * à, *** &» = l, atunci (1 + aj) 
(14-25) te (L + an) > 2”. 

(Concurs R.D.G., 1971) 


n+l n 
7.19. Să se arate că |n + 1 </n dacă n > 8. 
(Concurs R.P. Polonă, 1971) 
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7.20. a) Fie a,, *** , à, n numere reale strict pozitive. 
Sá se arate cá 


4,4 a, Ang slg 
LOL. SG d 1 1 
+ Pa e e o 
(00 Anil! a, + às = Qian — 444-43 
1 a 2 
+ | 
Aa Fan An—1 Fan 


(Concurs R.S.FI.). 


b) Să se demonstreze că pentru orice număr natural n 


și pentru orice sistem (a,, ag, *** san) de numere reale 
există inegalitatea 


N (a, + as + +++ das) < nf + a+ ::- +2). 
7 


(Concurs R.S. Cehoslovacă ) 


. 7.21. a) Pentru orice n natural să se stabilească inegalitátile 


2 
| "og 
sI să se calculeze, apoi lim | da. 
me |l+2 
0 * 


b) Folosind identitatea 


| 2n 
=1—2+x2-a+ I — paa y 75 


l+ a l+a 
să se arate că lim E ERER ALE N Ha =] == în 2 
n- e 2 8 4 2n 


n : ( Concurs mat. Etapa finală, 1973, Dan Radu ) 
MO 
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a+ | 2—1 

Y 1—2a(V2—1) 

pentru n> 1. Sà se arate cà sirul este periodic. Care 
este perioada? 


7.22. Se consideră şirul (nea: v, = 0, Uny1= 


(Concurs matematica, Probá de baraj, 1972) 


7.23. Fie fo funcție reală continuă in intervalul [a,b] si care 
a . b > 


are proprietățile : 4) f(a) >0; (i) | J(t) dt < 0. 
a) Sá se arate cá există E e (a,b) astfel încît f(£) = 0. 
vss : 


b) Sá se arate cá existà y e(a, b) astfel încît | Ja) dt =0. 
| a 
c) Presupunind că č a cărui existență a fost demon- 
strată la pct. a) este unic sá se arate că £ < 7. 
(Concurs .malemalică, 1973, C. Foiaş) 


a + 1 
lata 


7.24. Se dă șirul cu termenul general u,= 


cu v >0. 

a) Se definește f(x) = lim un. Sá se serie f(x) pentru 
> n— 0 

toate valorile lui z. 


b) Să se arate cá f(x) este continuă pe intervalul (0, 00), 
derivabilá pe acest interval cu excepţia punctului 
t = 1 si ca derivatele laterale în 2 = 1 există si nu 
depind de p. Sá se construiască graficele Co Cis Ce 
ale funcțiilor f corespunzătoare lui p = 0, p = l; p = 2. 
c) Fie æy punctul de extrem corespunzător graficului 
CAp = 2) si So SiS ariile mărginite de graficele 
C, Ci C,, axa Om si dreptele g = l, 2 — Uy + Să se 
arate că S, + S, = S,. 


(Admitere, Fac. electrotehn., Inst. Polit., Buc.,1971) 
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7.25. Fie C^ grupul aditiv al funcțiilor reale continue pe 


toată dreapta reală, iar C! grupul aditiv al funcţiilor 
reale derivabile si cu derivata continuă pe toată dreapta 
reală. Oricărei funcţii f e C^ i se asociază o altă func- 
tie Tf definită pe toată dreapta reală prin 
„e a 
(1) (2) = 0 at. 
| 


a) Să se demonstreze că asocierea f- Tf definește o 
functie de la C? în C1, iar această funcţie este un homo- 


morfism de grupuri. 
b) Sá se arate că homomorfismul T este injectiv. 


c) Fie K acea submultime a lui C? formată din toate 
funcțiile g avînd proprietăţile: (i) g (0) = g' (0) — 0 şi 
(îi) g admite derivată de ordinul 2 în a = 0. Să se arate 
că C! z K. 
d) Pentru ge K se consideră funcţia 
oe o 

È [527 , pentru 270. 

f(a) = 2 
| [y (0) pentru v — 0. 
Sá se arate cá f, e C? si să se determine T(f,). 


e) Folosind rezultatul de la punctul precedent. sà se 
demonstreze egalitatea de mulțimi 7(C^) = K. 


(Concurs mat., Etapa finală, 1972, Dan Radu) 


7.26. Teoremi : Fie f;: (0, 00) = R o functie derivabilá cu 


derivata întîi continuă. Dacă lim f(a) — 0 atunci lim 


X o U— 06 


Fe) — 0. 


Demonstratie : Aplicám teorema lui Lagrange pe inter- 
valul [z. æ + 1] Deci există y, e (aye +1) astfel ca 


Pyz) = Ha + 1) — f(v) si trecînd la limita pentru 


(00 $1 Ya — o0 din continuitatea lui f’ rezultă lim 


F (2) = 0. | d 
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sin 


a 


à; 2 
a) Studiati functia fæ) = E pentru æ >0 si arátati 


că teorema dată este falsă. 
b) Găsiţi greşeala din demonstraţie. 


c) Adăugînd condiţia că funcţia f este de două ori deri- 


vabilă pe (0, 00) și cá f" (æ) > 0 pentru orice æ e (0,00). 
Sá se arate că concluzia este adevărată. , 


(Concurs de mat., etapa finală, 1972) 
7.27. Se consideră ecuația c9 -+ 5a? + 5w — 2m = 0 unde 
m este real. 


a) Să se arate că oricare ar fi m real ecuația are o singu- 
gură rădăcină reală. 

b) Să se afle rădăcina reală a ecuației în funcție de m 
seriind-o sub forma a =u + v, unde uv = —l, usiv 
reali. | 


(Concurs matematică, 1974) 


7.28. Şirul de numere reale: dy 4 *** 50 ^77 satisface 
condiţia 1 < ap Sas :::. Sirul bi» bas ***> ba» este 
definit prin 


n f ük—1 1 
Da = y; E = Pw . TT (1). 
k-1 Va; 

(i) Sá se arate că 0 < bn <2 pentru orice n natura! (11) 
Să se arate cá pentru orice c care satisface condiția 
0s<c<2 există șirul dq 44 7^5 02 co^ Cu pro- 
prietatea (1) astfel încît b, > € pentru o infinitate 
de indici n. 

(0.1.M. — 1970) 


7.29. 1.Ín aceeași mulţime suport, două legi de compoziţie 
internă definesc cite o structură de grup, Este posibil 
ca una din aceste legi să fie distributivà față de cealaltă ? 
2. Mulțimea funcţiilor continue pe segmentul |—1» 1] 
formează un inel faţă de operaţiile de adunare Și înmul- 
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fire ale funcţiilor. Are acest inel devizori ai lui zero ? 
3. Să se determine toate izomorfismele corpului com- 
plex pe el însuși, care invariază corpul numerelor reale. 


(Olimpiada mat., 1971, etapa finală, Dan Radu) 


7.30. Sá se discute limita 


z0 


1 
lim (£95 a,2 + eos a44 + cos e 
cos bæ + cos baz + cos baz 


a,. bi = 1, 2, 8) fiind constante reale, iar p un parametru 


- real. 
(Concurs mat., etapa finală, 1978) 


7.31. Să se construiască un sir de numere rationale (S) a,» a,, 
(20777548, *** avînd proprietatea următoare : pentru orice 
număr natural p > 1 există un subsir al șirului (S) care 
converge către 1/p. Sá se demonstreze că orice astfel 

de șir conţine un subșir care converge către zero. 


si an = 1 — a, pentru n >2. Să se studieze 


e 
A 

y 

! 7.32. Fie a un numárrealO0 <a « l1. Fie a, = VI =a. 
j 

| convergenta șirului (a,), ew. 


(Admitere Fac. mat. mec., Buc., 1971) 


7.33. Sá se afle multimea numerelor pozitive întregi n care 
au proprietatea : mulțimea (n,n+1,n+2,n>+>3,n + 
+ 4,n + 5) poate fi scrisă ca reuniune a două mulţimi 
disjunete astfel încît produsul tuturor elementelor 
uneia din ele să fie egal cu produsul elementelor celeilalte 


(0.1.M. — 1970) 
. 7.34. Se dau cercurile (0,) si (O,) de raze respectiv R, $1 Rə. 
Sá se calculeze raza unui cere tangent cercurilor (0,) si 


(0,) si la linia centrelor, Discuţie, 
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7.35. Se dá triunghiul ABC de laturi a,b,c . Sá se de- 
termine pe latura BC, între punctele B si C un punct 
D astfel încît corpurile obținute prin rotirea triunghiuri- 
lor ABD si ACD în jurul laturii AB respectiv ; AC sá 


aibă același volum, 


7.36. În tetraedrul ABCD, BD 1 DC iar piciorul înălțimii 
dusă din vîrful D pe planul triunghiului ABC coincide 


cu ortocentrul acestui triunghi. Să se arate că 


(AB + BC + CA) < 6(DA? + DB? + DC?) 
| (0 .I.M. — 1970) 


7.37. Arátati cá există două drepte perpendiculare care 
împart un triunghi în patru părți echivalente. 


(Problema 7595, G.M.B.) 


7.38. Pe cercul cu centrul O, de diametru fix AB se iau 
punctele M si C situate deoparte și de alta a diametrului. 
Fie N mijlocul lui MC si P proiecția lui N pe AM. Sá 
se afle locul geometrie al punctului P cînd M descrie 
semicercul pe care se află, punctul C fiind fix. 


(Admitere Inst. Politehnic, 1970) 


7.39. Fie O centrul unui cere de diametru fix AB și fie C 
fix pe dreapta AB. Fie M un punct pe cerc, variabil ; 
dreptele MA si MB intersectează perpendiculara în 
C pe AB în punctele P si Q. 


— 7l) Sá se arate că CP - CQ = const. 


2) Dreapta AQ intersectează cercul dat. în punctul K. 
Sá'se arate că punctele P, K, B sînt coliniare. 


3) Să se arate că dreapta MK trece printr-un punct fix 
(Admitere Facult. de matematică, Craiova, 1970) 
7.40, Se dă triunghiul ABC. Perpendicularele in B pe 48 


și în C pe AC, intersectează laturile 4C, respectiv -1B 
în D si E, Se cere 
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4 


1. Să se arate că triunghiurile ABC si ADE sînt aseme- 
nea. | 


2. Fie M mijlocul lui DE. Sá se arate că dreptele MB 
si MC sint tangente la cercul circumscris triunghiului 
ABC. : 


3. Ce condiţie trebuie să îndeplinească triunghiul ABC 
pentru ca DE = 2 BC? 


(Admitere Inst. Pedagogic Tg. Mureş, 1973) 


7.41. Un con circular drept este circumscris unei sfere de rază. 


dată R. Se notează cu æ raza bazei conului. 1. Să se 

exprime în funcţie de x cu ajutorul lui R ariile lateralei 

şi totală ale conului. 2) Să se arate că volumul conului 
| 2Rat 


| 3(a2 — R?) 

Să se studieze variaţia funcţiei V(v), V: E— R, E 
fiind domeniul maxim de definitie. 8) Se intersectează 
conul eu un plan tangent la sferá paralel cu baza conului. 
Se noteazá cu y raza cercului de sectiune. Sá se afle 
ce relaţie există între x, y, R. 4. Sá se determine «si y 
şi sá se afle volumul trunchiului de con obţinut la punctul 
precedent în cazul cînd generatoarea face cu baza un 
unghi ascuţit 2. Pentru ce valori ale lui « înălțimea. 
trunchiului de con este egală cu media aritmetică a. 
razelor. bazelor, 


se poate exprima sub forma V = 


( Bacalaureat, 1973) 


7.42. Fie d:[0,0) > Rsi f:[0,00) > R functiile reale de- 
finite astfel : d(x) = distanța de la punctul æ la cel mai 
apropiat punct de coordonată întreagă de pe axa reală, 

l dacă œ = 0 


Ha) = AL) dacă î > 0 
e 


1. Sá se traseze graficul functiei d. 2. Sá se calculeze 


limf(a).. 


T> 00 


+2 190 
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3. Sá se arate că f este continuă in orice punct al multi- 


mii [0, oo). 
4. Sá se determine mulţimea punctelor în care f este 
derivabilă. 

n 


5. Să se calculeze lim f(2) da 


now 
* 


0 
Admitere Facultatea matemalică-mecanică, Bucureşti, 1972 ) 
7.43. 1. Să se arate că oricare ar fi a = 1 + b (b > 0) sl 
5 š . ad — 1 2 
numárul natural n > 2areloc inegalitatea a” > E n? 
4 


2. Sá se arate, folosind rezultatul de la 1), cá pentru 
orice numár natural n > 2 avem 


aj 2 +n 


. 8. Sá se calculeze limx'/_ 


n> 
(Admiterea Facultatea de matematică, Craiova, 1967) 


7.44. Se consideră în plan un sistem de axe rectangulare şi 
punctele 4(a, 0), B(b, 0); C(o,c); M(«, PB) a). Sá se 
determine œ si p astfel ca M să fie ortocentrul triun- 
ghiului ABC. b). Ce condiţie trebuie sá satisfacă 
x si B ca punctul M să fie în interiorul triunghiului 
ABC? Dar în exterior? c) Să se găsească locul geometric 
al punctului M în ipoteza că ariile triunghiului MAB 
si MAC sînt egale. d) Să se scrie ecuaţia cercului tan- 
gent axei Oc în B si cu centrul pe dreapta care trece prin 
A si este perpendiculară pe CB. 

(Admitere, Fac. de mal. Timişoara, 1970) 


7.45, Se dá un cere tangent axei Ox în origine si un punct 
mobil pe axa Oa. Din punctul P se duce cea de a doua 
tangentă a cercului, Această tangentă atinge cercul 
dat în punctul Q. Se cere locul geometrie al ortocen- 
trului H al triunghiului OPQ. — — 


( Admiterea Fac. de matematica, Mecanica, Bucureşti, 1974 ) 
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7.46. În plan se consideră sistemul rectangular z0y si fie 
parabolele (P)y* = 2pa, (Q) a? = 2qy. Sá se arate că 
1) locul geometric al ortocentrelor triunghiurilor aircum- 
scrise parabolei (P) este o dreaptă. 2) dacă parametrii 
p si q ai parabolelor variază astfel încît tangenta comună 
acestor parabole este tangentă hiperbolei 8xy = 1, 
atunci cel de al doilea punct de intersecţie al parabolei 
(P) si (Q) deserie o hiperbolă. 


(Admiterea Fac. matematică-mecanică, Bucureşti, 1974) 


7.47. Se consideră parabola y? = 2pa raportată la axe 
dreptunghiulare Ox, Oy. Prin focarul F al parabolei se 
duce o secantă care taie parabola în punctele M, si M, 


de coordonate (%, Yı) şi (Yo Ya). 1) Să se arate că 
2 


D". 2 " , m 
x,a = Şi Yı Ya — p^. 2) Să se arate că tangente- 


le in M, si M, la parabolă se taie într-un punct P situat 
pe directoarea, parabolei, iar parabola dusă prin P la 
axa Ox, trece prin mijlocul lui M, M. 3. Tangentele 
PM, și PM, sînt perpendiculare. 

(Adm. Fac. mat., Cluj, 1971) 


7.48. Fie M un punct pe o parabolă, N intersecţia normalei în 
M la parabolă cu axa parabolei. Să se găsească locul geo- 
„metric al punctului de intersecţie al perpendicularelor 
din M pe axa parabolă si din N pe OM, O fiind vîrful 
parabolei, cînd M descrie parabola. 

. Se consideră o hiperbolă (H) si un punct P în planul 
acesteia. Să ducem prin P paralele la asimptotele hiper- 
bolei (H), Fie M si N punctele de intersecţie ale acestor 
paralele eu hiperbola (H). | 
(i) Care este locul geometrie al punctelor P care au pro- 
prietatea că dreapta MN trece prin centrul Oal hiperbolei? 
(H) (îi) Care este locul geometrie al punctelor P pentru 
care dreapta MN este paralelă cu una din axele hiperbolei? 

(Admitere în Fac. mat., Bucureşti, 1973) 

7.49. Fie elipsa (E) raportată la axele ei, cu semiaxa O4 == 
— 2a $i semiaxa unică OB = a, Fie de asemenea cercul 
(0) cu raza a si tangent axei o'i» în origine. Se notează 


E y AN 
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cu P unul din punctele în care o dreaptă (D) ce trece 
prin origine şi cu coeficientul unghiular à intersectează 
elipsa (E) si eu Q punctul diferit de origine în care aceeași 
dreaptă intersectează cercul (C). 1) Să se determine 
poziţia dreptei (D) astfel încît DP -0Q = k. Discuţie 
după k în mulţimea numerelor reale 2) Sá se determine 
poziţia punctului Q de pe cercul (C), astfel încît să existe 
relaţia Q4=h :0Q unde h este un număr real. Discuţie. 
3) Dacă OP, este perpendicular pe OP, P, € (E) să se 
1 


arate că expresia Y = —— + 
P OP. ` OP? 


nu depinde de 


poziția dreptei (D). 
(Concurs de matematică — etapa finală — 1970) 


7.50. Fie în planul 20y parabola (C) de ecuație y? — 2px = 
= 0. 1) Să se arate că pentru ca normalele în 3 puncte 
M,. M,, M, de pe parabolă să fie concurente este necesar 
si suficient ca centrul de greutate al triunghiului MMM 
să fie pe axa Ox. 2). Fie M e (C), (n) normala in M la 
(C). N a doua intersecție a normalei (n) cu (C) Fie P =€ (n) 
definit prin PM = k - PN, k real, PM, PN segmente 
orientate. Din P se duc normalele PM, si PM, la (C) 

„diferite de (n), iar M, si M, sînt intersecțiile acestor 
normale cu (C). Sá se deducá ecuaţia lui M,M, în funcție 
de p si k si ordonata m a punctului M ; sá se arate cá 
această dreaptă are o direcție fixă atunci cînd P descrie 
dreapta (n). 8). Fie (D), (D). (Dz) tangentele în M,. M, 
M, de pe parabola (C) si 4, = (D,) n (Dj); 42 = (Dg) N 


(Dj, 4, = (Dj) n(D,). Se notează (Di), (De), (Ds) 
paralele duse prin 4,; As Ag la (Dj), (Də); (D3); respectiv 
si N, = (D; n (Dj, Na = (Ds) n (Di), Na —(Dy) n (Da). 
Sá se arate că M, N,, Ma Na M Ny sint paralele 
iar N, € M,M, N, e MM N, € M,NM,. 


(Adm. Fac. mat, Bucureşti, 1969 ) 
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l.l. a) Ecuația se serie; prin explicitarea modulelor, dupá 
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SOLUŢII 


efectuarea calculelor. 


a = l pentru æ e (—00, —2] 
| 1 


æ = 5 pentru « =[-2 d 


1 
a — pentru a «(5 1 
3 P. a 2 


æ = 5 pentru 2 € (1, 8] 
æ = l pentru æ € (8, 00) 


“si deci ecuaţia nu are soluții. 


b) Putem presupune a < by deoarece a si b au roluri 
simetrice in ecuatie. 


R ; c 
(2) Dacă <a <b atunci — b< — as — "t 
Pentru æ < —b ecuaţia devine c = a + b. Deci dacă 


a=b= = atunci orice æ de pe semidreapta (—oo, —b] 


este soluţie a ecuaţiei. În caz contrar pe (—oo, —b] 
ecuaţia nu are nici o rădăcină. Pe (—b, —a] ecuația se 
reduce la 2% = a — b — c care are soluţii dacă 0 x a + 
b—c, Oxb--c—8a. Condiţia 0<a+b—c se 


$ se w C . e 
realizeazá dacá z sas b, dar condiţia 0 x 5 + c — 3a, 


- 
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. > d i C i 
este necesară si independentă de E < a < b pentru ca 
ecuația să aibă soluţii pe (— bs — a]. Dacă a= b = 


C è I 553 M - . v " * 
— Üatunei această condiţie se realizează si rădăcina 
a : 


C 
este a = — — ceea ce era de aşteptat. 
- 2 


e P | 
Pe intervalul E a, — d ecuaţia devine 42 = — a — 


[ [77 v - a + b + C v . 
— — C ŞI are rădăcina 2 = — =———— dacă s1 nu- 


—a=b—c 

4 
numai dacă 0 < 3a —b— c si 0 < a+ b— 3c. Se 
vede că dacă ecuația are o rădăcină pe intervalul (—b,a] 


e e Aem 2 6 
mai dacă —a < sc z adicá dacá si 


x dati c MI uw 
atunci ea nu are rádáciná pe - a, — — | și invers. Pe 
7 2 


€ T 
intervalul [- "a J ecuaţia se reduce la condiţia 


a--b- c care este satisfăcută dacă și numai dacă 


9 


= 


c (c _ C 
a=b=-, E < a < b) Prin urmare dacă a = b — — 


ecuaţia este identic satisfăcută pe R iar în caz contrar 
ea are o singură rădăcină pe R. 


. . o . X C bd 
Situatiile a < E «bsia «b « — se tratează analog. 
i 2. i 2 


e) Putem presupune cá 0 « a < b, deoarece a si b au 
roluri simetrice si deoarece intervin prin pátratele lor. 
(În cazul a = b ecuația devine o identitate pe E). Pe 
(—c0, —b]u [b, co) ecuaţia devine a? —a*—(a? — b?) = 
a? — b? care conduce la a = b, irealizabilá în ipoteza 
aleasă. Pe (—b, —a] u [a, b) ecuaţia devine a? = a* cu 
rădăcinile a = — a, a =a. Pe (—a, ajecuatia este 
identie satisfăcută. În concluzie dacă 0 < a = b 
mulţimea soluţiilor este R, iar dacă 0 < 4 < b, multimea 
solutiilor este [—a, a]. 
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1.2. 


. b) Se impune condiţia 10» — 15 > 0 de unde z > 


Se impune condiţia + > 1. Notám /=—1=y>0 
Ecuatia devine 


Vy — 39 + 3F = 1 sau |y -21+1y—3]=1 


Dacă y € [0,2), |y — 2|=2—y |y—8l=3-— y 
si ec. devine —2y + 5=1 de unde rezultă y= 2. 
Ecuația nu admite soluţii deoarece 2 d: [0, 2). 

Dacă y e [2,3] ecuaţia se reduce la identitatea 1 = 1. 
Deci orice y € [2,3] constituie o soluţie a sa. 

Dacă y € (3, + 00) nu avem nici o soluţie. 

Deci ecuaţia este satisfăcută pentru toate valorile lui z 


care satisfac inegalitátile. 
2«lz—1x8 
deci pentru æ e [5,10]. 


MN | 0 


_Notind |//107 — 15 = y > 0 ecuația se reduce la forma 


ly +51+ ly — 81 = 10 (1) 
Dacă y € (—o, —5) ecuația (1) se reduce la ecuatia 


 —2y = 10 de unde y = —5 care nu e soluţie. Dacă 


y € [—5, 5] ecuaţia (1) este o identitate 
Deci orice y € [—5, 5] este soluţie a ecuaţiei (1) Dacă 
y e (5; +00) ecuaţia (1) devine 2y = 10 si nu are 
soluții în acest interval. ^ . 
Deci ecuaţia dată este satisfăcută pentru toate valo- 
rile lui z care satisfac inegalitátile 

3 


—5 < V10æ—15 < 5, æ > A 


. Se obține a = 4. 


c) Se impun condiţiile —1>0, şi v —1— l/»—1 
> 0. Prin ridicare la pătrat ecuaţia se reduce la forma 


ERE Ata PEG TEMA 
Va —iy—(s—1)-0 
cu soluțiile y = 1, « = 2, 


. d) Trebuie să avem a e [0, 2]. Ridicind la pătrat obti- 
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Dacă a € [0, 1) ecuaţia devine 1 — œ = 1 — œ si este 


verificată pentru orice valoare a lui æ din acest interval. 


“Dacă a e [1,2] ecuaţia devine 2v = 2 deci are soluția 


1.3. 


1.4. 


a = 1. Solutie a ecuaţiei date este orice valoare a lui 
æ € [0, 1]. 


a) Evident orice soluţie a ecuaţiei trebuie să satisfacă 
condiţia a > maz (a, bj. Se găseşte v = a + b. 
b) Cu condiţia + > a, æ > b, prin ridicări, la pătrat se 
a? + b? + ab 

-a+b 


c) Se impun condiţiile œ >0, a — Vx 20 de unde 


obține 2 = 


- ià 25 
æ > 1 Solutia ecuaţiei este za = ic 


d) Condiţiile g? — 4c + 8 2 0, —a? + 82 — 2 >0, 


æ? — a 2-0 se realizează pentru singura valoare z = 1. 
Se verifică, cá y — 1 este rădăcină a ecuaţiei. 


TAX : 5 
e) Condiţia œ > 1seimpune. Se găseşte a, = l, t =- - 
i | 3 
a) Avem de considerat două cazuri: 
1) æ > 0 În acest caz | v | — a iar ecuaţia se reduce la 


| Mina ; 
m — 2$ = 0 cu soluţia a = — . Tinínd seama de ipoteza 
2 


făcută această soluţie este acceptabilă numai dacă m 20 


2) 2 «0 În acest caz |a| — —a si ecuaţia se serie 


5l — 22 = m — 22 fiind echivalentă cu 
| —502 = (m a 20)? 
m — 2æ > 0 
adică 
f(a) = 4a? — 2(Qm — 28 


A. nae. 
las. 
| 


A 
2 
=- 
E 
^ 
to 
| 
o 
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“Realizantul ecuaţiei f(«) = 0 este A = —25 (4m — 25). 


„128 


O singură rădăcină, y = '/ 


Avemg (5) = 25m 


Rezultă deci: j 


mo boa "o 
— dacă m < 0, e, < — < œ, deci singura rădăcină 
9 | 


acceptabilă este a. 
— dacă m=0, a = — P e, = 0 deci singura rădă- 


cină acceptabilă este æ. 


— dacá m « E 44 < 8< 1 deci ambele rădăcini sînt 
4 2 


acceptabile. 
v 25 25 ăia id oi 
— dacă M=T—, == — E ambele rădăcini sint 
4 
acceptabile 


: 25 : ; | 
— dacă m > — , æ si a, sînt complexe conjugate deci 
4 1 


inacceptabile. Rezumind datele de la 1) si 2) deducem : 
m < 0, o singură rădăcină acceptabilă, cea mai mică 
dintre rădăcinile ecuației 44? — 2(2m — 25) a + m? = 0 


: TIUS 29. 
(1) m = 0, ecuaţia are două rădăcini 2, = 0, gx, = — — 


_ 2 
0 A PE HE ds ok x 

<m < i trei rădăcini, œ = — si rădăcinile ecua- 
tiel (1) 


25 2 5 
m = T » două rădăcini, a, = ~= ^, y, = — Č, m>% 


2 


b) Trebuie să avem 222 +me+1>0 si 22? + ma — 
TES 6 20. Notàm 24? p e = y iar ecuaţia se serie 
A +1-/y=6=0 ) iar condiţiile y > — 1 si 


y > 6, deci y > 6, Ridieind suecesiv la pütrat ecuatia 
(1 ) obtinem y — 15. 


— a. 
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1.5. 


1.6 


„9 — Culegere de probleme 


Avem deci ecuația 

22? + ma — 15 —0 

cu A = m? 4- 60 > 0 pentru orice m € R, iar soluţiile 
— m + Vm? + 60 


sint ts = 2 


a) Substituind y = tz si eliminind pe æ intre relatiile 
obţinute, rezultă ecuatia 18/7? — 82t — 21 = 0 care are 


rădăcinile 4, = 3, bb = — 7[18. Se obţin soluţiile: 
Ll Y =35$,%==>—L. Va ea z 
&ı = 1, Y4 58, "2 e Ya > Wa 2 y , 
89 gy e o cs 22 
Ww BIB ^ 2:8. gaya 


b) Adunind cele două ecuaţii se obţine (v + y)? = 8 si 
scázindu-le obţinem (+ — y)? = 1. Se obţin 9 sisteme 
de forma æ + y = 2«, v — y.— B in care a si B sînt 
rădăcinile cubice ale unităţii. Luind « =  — 1 se obţine 


9 | m= 


. € d LJ 3 
soluția reală a sistemului + = a. re 
' -~ y) 


c) Procedeu identic cu cel utilizat în exerciţiul 1.5). 


` Se obțin soluţiile 2, = 1, y, = 8; 2, = —1, y; = —3; 
Eel dira p d 
w a o4 a A Va 


a) Din ecuaţia a doua a sistemului rezultă | v| < 1l, 
| y| < 1 Dacă x « 0 atunci à? < 0 si din prima ecuaţie 
deducem y? > 1 adică y » 1 si deci y* > 1 ceea ce 
contrazice ecuatia a doua din sistem. Analog pentru 
y «0. Deci 0 < x «1,0 < y < 1. Presupunem g, y € 
(0,1), atunci at < a? gi yt < y deci gt + yt < a? -+ Y 
sau 1 < 1 inegalitatea imposibilă. Rezultă că singurele 
valori reale ale soluţiilor sistemului sint v = 0, y = 1 si 
desi, y = 0. 


b)4,—8,y,— 5; 24,— 5, Y= 3; a4 —8 
Y; = —5; La = — Ó, Ya = — 8. 
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1.7. Avem a = TE as a = Ta : 


1.8. 


Ctt mi a = Tn—z Cn: deci 
i unei progresil geome- 


> Las *** > Un formează termeni 
= 8q *2, 


trice. Dacă notăm cu q ratia progresiei, avem 2; 
de unde q — A Din ultima ecuaţiei care reprezintă 
i 15-2*^! 
2^ — 1 


suma celor n termeni ai progresiei obținem v, = i 


Avind a, si q se scriu imediat si celelalte solutii. 


Fie (a9, af, ***> Tn) O soluţie reală a sistemului. Obser- 
văm că numerele a (b =1"""> m) sînt de același 
semn. De asemenea o dată cu soluţia considerată sistemul 


admite si soluţia (— a1: —ab oo — An). 
Fie a? > 0, k = l, 2, +++ n. Din inegalitatea cunoscută 


- 


2 = = l 
a d -. > 2V2 deducem a; > V2, (k = 1,2,—, n)(1). 


Vy 
Adunind membru cu membru ecuaţiile sistemului 
obţinem 


n ' n 1 ' 
Y x2 | (2) 
i . 


 Tinind seama de (1) putem scrie 


| 1.9. 


€ 
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«cw ov 


n 
- 1 - 
í-1 zy Qi 


De aici rezultă că egalitatea (2) este posibilă dacă $i 
numai dacă a = 2, | k = 1,2, + n). Deci soluțiile 
reale ale sistemului sînt (1/2, V2, --- , Y2) si(—]2. -** — 
il | 2). : y 3 


a) Se impun condiţiile v # 0, 1 — 4a? > 0 deci e € 


1 1] > 
| z?) U UHI Pentru 2 € E 1 o) fractia 


*" , 
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á y? 1459 > s AL! . > 
A este negativă și cu atit mai mult este 
a 
inferioară lui 3. . 


l . . | ———H— = 

Pentru g «(o zl inecuatia devine 1 — 32 < VI — 4z. 

Dacă 1 <a s z atunci inecutia este satisfăcută deoa- 
3 E T | 


rece ] — 32 < O ín acest caz. Pentru z e | oz] ine- 
cuatia 1 — 8a < Y 1— 4a? este echivalentá cu 182? — 
l l Bl . , 

— 64 < 0 care are soluția ze | 0, T | . În concluzie 


inecuatia este satisfăcută pe întreaga mulţime de 
existentá ; 


EH) U UH . 
T 2] 
b) Inecuatia se serie Ve—86]| > la — 6| și deoarece 


[vc —6|20 ea devine |—6|—|z—6|? > 0 de 
unde 0, < |2,— 6| < ldeciz e (5,7). 


c) Dacă |æ |-> 3 inecuatia devine (|2|-- 2)? >1 si 
este satisfăcută pe mulțimea {æ e R:|a| > 3). Pentru 
[a] < 38 inecuaţia devine (|z| +2)? <1 si nu are 
„soluţii. În concluzie mulțimea soluţiilor inecuatiei date 
este (ze R: |e | >38}. | | 


i 


1.10. Deoarece pentru orice a > 0, b > 0. la bb E Va 
Ty b rezultă cá inecuatia | 2» — m 4-1 > l2 — m 4-1 
+ Va nu are solutii pentru nici o valoare a lui m. Pentru 
ineeuatia | 22 —m + 1 >Va —m+1-— Ve se impun 
condiţiile 2 > 0, 
22m>—1. Dacă m x 1 inecuatia are mulţimea de 
soluții (v e R:n >0). Dacă m > 1 inecuatia are 
mulțimea de soluţii (a e R:a > m — 1]. 
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335 7E. 


| 
da | | Hb. Jat 
Se constată cá a? — 5v +- 9 > n egalitatea realizindu- 
| ORUPE O 
se dacă si numai dacă a = Că Să punem y = a?—52 + 


117 , 
+ 9. Inecuatia devine 4y — 7 > F^ si cum y >0 (în 


particular) inecuatia devine 4y? — 7y—11 2 0 a cárei 
soluţie, considerind y variabil in E este (—0, —1] 


'U n e| de unde se obtine cá inegalitatea de enunt 
4 


este satisfăcută pentru orice c real, egalitatea avînd loc 


5 
pentru 4 m CUN 


1.12. a) Se reprezintă grafic dreptele de ecuaţii v+ y — 4 = 


. 8% — y — 6 = 0 si se stabilesc regiunile „pozitive“ . 


şi „negative“ în care dreptele respectiv împart planul. 
Sistemul are ca mulțime de soluții mulțimea ce rezultă 
ca intersecție a celor două semiplane „negative“. (Fig. 
1.12 a) | | 

b) Dreapta a — y — 1 = 0 împarte planul în două 
regiuni, cea, care conţine originea fiind regiunea negativă 
Parabola y = 2? — 2a împarte planul în două regiuni, 
regiunea, care conţine punctul (1,0) satisfácind inecuatia. 


-y< È — 2x, fig. 1. 12 b. 


c) Prima inecuatie este satisfăcută pe mulţimea punc- 
telor exterioare cercului centrat în origine si de rază 2. 
A doua inecuatie este satisfăcută pe mulţimea punctelor 
din plan cu abscisa mai mare ca 1 (semiplan). Solutia 
sistemului este o semidreaptá (Fig. 1.12 c) 


d) Inegalitatea a doua este echivalentă cu a > 0 Soluţia 


^— este prezentatá in (Fig. 1,12 d.) 


e) Solutia constá in multimea punetelor intervalului 


„tăiat de parabola y = a? + 82 + 8 pe dreapta 2a -+ 3y 


132. 


— 9 — 0. (Fig. 1.12 e.) 


f) Solutia constá in multimea wen : 
(Fig. 1.12 f.) mulțimea, punotelor unei semidrepte 
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jeuue»s NIMO uum peuueos. dI) 


M 99 


— ———— —————— Emu. 


ig. '1.12 c. 


Fig. 1.12 d, 
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1.13. Sistemul este incompatibil dacá gi numai dacá dreapta 
2» — y + 2 — à = 0 nu intersectează regiunea pozitivă 
pentru dreptele z + y + 1 =0, 2— y —1-—90. Cele 
douá drepte sint perpendiculare si cu punctul comun 
(0, —1) ; regiunea din plan care contine punctele (— z, 0) 
cu a » 1 si situată între cele două drepte satisface 
primele două inecuatii. 


Dreapta 22 —y4+2—1=0 nu intersectează această 


regiune dacă şi numai dacă ordonata la origine este mai 
mare decît —1:1— 2 > 1 decia > 1. 


1—2k43- l4k431 
2k 
k 4 0. Pentru ca rădăcinile sá fie rationale trebuie, 


1.4. Rădăcinile ecuaţiei sînt date de %1,2 = 


întreg : 4k + 1 = p?. Deci 4k = (p — 1) (p +1) si deci 
p trebuie sá fie de forma 2n +1 cu » natural astfel 
k= n(n + 1) n fiind natural. Rădăcinile vor fia, = 
n+2 1—7 
= — , Lo = —— , 
n+1 no 


1.15. a) y? + p(l + k) y + kp? + q(1 — k) = 0, 
b) y + (p +24 — p°) y + d — p? + 8pq +q=0, 
c) y? + (p! — 8pg + p) y t p* — 4p'q + e? + 29^ tg 
== 0. | 
d) qy* — (p'g — 29? —p)y + P —pq+1=0. 
e) Y + (p + d) y -- a (p? — 2pq 4- p 4- 9) — 0. 


1.16. a) Se tine seama, de relaţiile între rădăcini şi coeficienţi 


E d ¿ETE by © n C A b 
A A], a ==, ata =— >, 
e a, As 
Y + Ca 
Lg la =—, 
(a 


b) Rădăcinile ecuaţiei X,(w)=0 separă rădăcinile 
ecuaţiei X(x) = 0 dacă și numai dacă pe intervalul 
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(Lo 22) se aflá numai o rădăcină a ecuaţiei X (a) = 0, 
atunci si numai atunci funcţia X,(a) ia în punctele La Da. 
valori de semne contrare : X (a) Xa) « 0, 

c) Condiţia din enunţ reprezintă Papeles conditiei 
de la (b). | 


1.17. Tinínd seama de exercitiul precedent rádácinile celor 
două ecuaţii se separă dacă și numai dacă, 
2m3 + 8m? + m + 2 <0. Soluţiile inecuatiei : : me 
(— oo, —1). 


1.18. Fic f(a) = (m — 1) e — (m* — m + Da m. O con- 
ditie necesará si suficientá ca numai una din rádácinile 
ecuatiei sá se afle pe intervalul (1, 2) este f(1). f(2) < 0 
iar o conditie necesará si suficientá ca, in ipoteza — de 
mai sus, cealaltă rădăcină să fie mai mare decît 2 este 
ca (m — 1)f(2) < 0. Se obţine sistemul de inecuatii 
—m? + 8m —2 «0 (m-—1)(— Mir PUn P «0; 
din care se obține m € (1, 2). 


1. 19. Se procedeazá ca la exercitiul precedent. Se obtine rezul- 
tatul : nu existá nici o valoare a parametrului m care sá 
indeplineascá condiţiile. 


1.20. a) se obtine A = 1l — sin « cos a, $ = —2(sin « + 
cos x), P = sin « cosg si se impun ETS A 2 0, 
S 20, P > 0. Ecuația are rădăcini reale pozitive dacá 


: A A 37 
și numai dacă « e [m — 
2 


- b) Condiţiile necesare si suficiente ca "ecuaţia să aibă 
rădăcinile. pe intervalul (—1 +1) se obţin din condiţia 
ea ecuaţia în y obţinută substituind pe a în ecuaţie 
94-1 

æ — l | 

Ecuația în y este yY(1 + sin « cos « + 2sin « + 2 cos a) 

+ 2y (1 — sina cos a) + 1 +sina cosa — 2 sin « —2 

cosa == 0 Condiţiile sînt 

1 + sin « cos a + 2 sino + 2cosa > 0, 1 + sin « eos « 

— 2 siny — 2cosa > 0, deoarece 1 — sin « cos « > 0 

pentru orice «. 


datá din y — 


sá aibe rádácini reale negative. 
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nnnm SUIS GEO A. » HA p p M7 555 
Doe 


— 2 + y3, 
A 


. . . ^ TC 
Prima inecuatie are soluţia «a € £ + arc cos 


27 4-2 —arecos — : + Ya iar cea de a doua are 
8) u [25 +2 — are 
y2 4 


3ye , 27]. Deoarece cele douá multimi sínt dis- 


y2 
juncte, rezultă că ecuația dată nu are ambele rădăcini 
pe el (— l, 1) pom nici O valoare a para- 


metrului « 


soluția «e Ur i + arc eos 


COS 


1.21. Discriminantul ecuaţiei este A = (cos a — 3) (boa zi) 


deoarece 1+cosa 20, rezultă A <0 pentru 
orice « € [0, 2x]. Prin urmare ecuaţia are rădăcini 
complexe pentru orice « +. Pentru « — x, ecuaţia 
are rădăcini reale egale : a, = 2, = 0. Pentru « + mT, rădă- 
cinile epe au partea reală negativă. 


1.22. Fie P(a) = ma? + na + p. Condiţiile din enunţ. se 


seriu : & 3 

mb?+nb4-p=(a—b) (a—c), mb'+nb+p=(b—c) (b—a) 

mc? + nc + p = (c — a) (c—b) sistem din care se deduce 
m=3, n= —2(a+b+o) p = ab + be + ca. 


1.23. a) Ecuația dată are o rădăcină pe [0, 8]. Dacá sau are 


numai o rădăcină pe acest interval sau ambele ei rădăcini 
sînt pe interval. Notând f(x) = a2 — æ ln m + 3lnm — 8 
conditia necesară și suficientă pentru ca ecuaţia f(2) — 0 
să aibe o singură rădăcină, pe (0, 3) este ca f(o) /(3) < 0, 
ceea ce este echivalent cu 8 Inm—8 « 0 de unde 


m € (0, E | 
Ecuatia are douá rádácini reale pe (0, 8) dacá si numai 


dacá A = him — 121n m4 82> 0, 0<2 lnm < 3, 


3lnm » 8 > 0, sistem. de inecuatii care are soluţia 


| m “ [e? : e^). 
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b) Ecuatia are rădăcină dublă dacă și numai dacă m = 
— el sau. m = c, ín care caz rădăcina dublă este æ = 
= 2 respectiv a = 4. Convine cerintei m = ef, 

| | " 
c) Se considerá graficele functiilor y = 5g - m. 
Poziţia rădăcinilor ecuaţiei date este reprezentată de 
“punctele de intersecţie ale celor două grafice. y = m 
reprezintă o dreaptă paralelă cu axa Oz. Graficul funcţiei 


a — 8 


e 


-3 este redat în figura 1.23. Se vede că dreapta 


a: — 8 


y = e 


y = m intersectează graficul funcţiei y =e*7* într-un 
singur punct avînd abscisa între O si 3 dacă și numai 

8 D a s -" . " 
dacă m € (0,ez), că ea intersectează graficul în două 
puncte avînd abscisele în (0, 3) dacă si numai dacă m e 


| [es , et]. Pentru m — ei dreapta este tangenta graficului 
in punctul de abscisá 2.. | | 


Fig. 1.23. 
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i E | 1 | * i > . | | x g 
1.24. Pentru orice număr real pozitiv r avem r+- > 2 
îi | r 


egalitatea realizindu-se dacá si numai dacá r — 1. Prin 
urmare a? +a% +1 > 8. Cum 8 cos? y « 8 deducem 
că egalitatea are loc dacă si numai dacă a” + a^ = 2 
si cos?y =l; rezultă @=0, y= kr, k — întreg. 


1.25. Suma din enunț se serie Y] kn — k + 1) =n Y *— 
k=1 | 


1.26 a) 


k=1 
ES k3 4- y k? şi utilizînd cunoscutele formule Y k?= 
k=1 k=1 . A k-1 
¿DEAD ¿as mint 1) se obtine1 
| 6 k-1 4 
E. n(n +1) (n +2) ` 
Em) META 
k=1 si 
nn +1(n +2). 
————— | ^ . 
n 
b) Se scrie suma în forma Y) (k +1) (% + 2) = Y k + 
^ k=l 


k=1 
Lye + XT se obtine n(n +1) (n + 2) (n +3) . 


k=1 k=1 2 
| 1 1 1 : 
c) Se vede ușor că - — ——— = —— ——-. » pentru orice 
k k+l k(k+1) ; 
. k. Rezultă A ELS 0 1. 
00 kei k(k+1) n+l n+l 
d) Termenul general al sumei INE a A 
. k(k + 1) ( + 2) 
| | | B C 
e descompune sub forma 1 + b uar ; se găseşte 
A BA 1] casuta TD RENNES 
es 2 h(k + 1)(% + 2) 
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“ill 
ale oral 2l4+1 Hd 


Rezultă : y arrira i wisaral 
CAR 4-1)(6 2-2) 212 (n+1)(n+2) 


e) Termenul general al sumei : | 
| 2 k(k + 1) 
, — 1 1 
serie TT Enea ue gm t aic 


o k(k+1) 12.---k. 1.2. ---(k-+1) 
Se obtine cá suma este 1 — —— + ( 
: | "EL. (n+1)! 
i l 
1.28 Prin inducție asupra lui m. Ji? "a =0 DED de 
"pipi 1) e 


pt 


ce este evident. Să presupunem că 1. £ 


+(m-+1)(m+2) - - (m+p)= A A na) m H 
Atunci 1.2. -p +.: + (m +1) (m + a Am Tp) + 
 (m+2)(m+8)+ -+ :+(m+p+1)= mia eeth 
(m + 2) (m + 3) Vr de a 


demonstrat: devine 1.2. -"*p= 


(m+1+p+1)= 
p+1 

conform principiului inducției complete, rezultă că for- 

^ . mula din enunţ este adevărată pentru orice p >l și m>0 
| 1 | | 1 

1.29 a) Avem ya — æ)” de = a aa ; pe de altă parte | (1 — 
n 4-1 ^ 
0 0 

: n 


P 
— a) da = | y; C; (—1)'ada = Y (1) OQ \ at da = 


kk» 0 Ra 0 


0 0 
- n Cn* „Cui 1 
i == —1 pa i deci od ira 
a ) kc 4-1 ? ico un +1 nti 
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. b) avem. cum se verifică ușor integrind prin părți 
1 


T 


1 

| a—2)'ed a— pelis ainnis adii | (1 — a) ada = 
J (n + 1) (n + 2) | 

i 1 n | 1 

x eat 2s Y (a)! Ce. de und 
=Y (—1) ei get de P | 1) Cu 4 s e 


k=0 Dă 
0 


egalitatea cerută : 
1 


c) Se. calculează | (1 + 2)" dæ direct si dezvoltind dupá 


0 
formula binomului ca la punctele precedente. + 


1.30 a) Deoarece. (æ + a)"+” = (2 + a)” (2 + a) pentru 
orice a şi a rezultă că termenii care conțin. factorul 
12am-+1—2 trebuie să aibe același coeficient numeric ; deoa- 

m+n ' 
rece (æ + a)"+” = Y, Cmn 2ra"+">?, lar (2 + a)” (v + 
p=0 


+ "I ain (X Catan: p Ciara = 


m 


„n . les : ! 
= Y CE Cia eg min- 0) = Y Y Cu Charam+n—», de 


EN 0 | k=0k +4=D 
unde egalitatea din enunt. : 
b) Se foloseşte egalitatea de la punctul a) făcîndu-se 
m = n = p si se tine seama- de Ch" = C;. 
n 
1.31  Calculăm prim două metode integrala | (1 + ka)" da ; 


0 


| E 
punind I+ ka =u avem da => du si deci | (1 + 
| 0 
Flop dm EME apoi È (e + kap de = 
| (n + 1) k E (oe enr 
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Aa 
n | i | n IPC? 
= Y Cak? | arda = Y; ——2 . Rezultă y Ca e 
p=0 s p=0 p Me 1 p=0 P an 1 
ntl — - à 
eM (1 + pi —1 , care este exact egalitatea avută, 
k(n + 1) 


| | E | 
1.32 Observăm cá (1 + a?) = Y Ci n2ln—1) 
. K=0 
deci ecuaţia se mai scrie 
a(1 zs aq) = 0 


si are rădăcinile v, = 0, d, = :'' = $, — ls AL 


= Lon = —% 


1.33. Folosind formulele de calcul pentru 4. Pa C^ siste- 
mul se scrie : 


a(r—1):::(2—g-1)(x—y!- TORT 


| | | 
d (v + 1)! — 16 æ! 


ys—y-)!^ g EAs y= 


Din prima ecuație a sistemului rezultă v = 15. 
Pentru æ = 15 a doua ecuație a sistemului se reduce la 
ecuația de gradul doi 


y? — 40y + 231 = 0 


ale cărei rădăcini sînt y, = 88, y» = 7 
Din condiţia. y — 1 < æ — 1 deducem cá y — 7 este 
soluția acceptabilă, 


1.34 Expresia de enunț se scrie E = 8(125 : 25". 49" — 


—4 +15, 

Deoarece 25 = ull + 3, 49 = yu 11 +5, 15 = u 11 + 4, 
125 = u +11 + 4 rezultă cá 125 - 25" : 49"—p. * 114-4"*! 
si 4 +15 = y +11 4 4^*! de unde deducem că vestul 


— 


împărțirii expresiei Æ prin 11 este zero. 
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1.35 Observăm că 1920 = 2? - 8.5 si că E = n?— 2n54-9n3 — 


1.36. Deoarece -8403 = 41 : 83 — produs de numere prime 


— 8n = (n — 1) n (n + 1) (nt — n? + 8). 

Din aceastá descompunere rezultá cà E se divide prin 8 
pentru orice n. 

“Fie n = 2k + 1; atunci E=2-k- (2k + 1) -2(k +1) 
4[(2k + 1) k (k E 1) + 2] = 2*A(k + 1) (2k + 1) 
[Gk + Deh + 1) 21. NP 
Deoarece (2k + 1)? k(k + 1) + 2 se divide prin 4 pentru 
orice k, iar k(k + 1) se divide prin 2 pentru orice k 
rezultá cá E se divide prin 2”. Dacá n este de forma 5k, 
5k + 1 atunci (n — 1)n(n + 1) se divide prin 5, iar 
dacă n este de forma 5k + 2, nt — n? + 8 se divide prin 
5. 


— este suficient sá se arate cá expresia datá se divide prin 
fiecare din factorii 41.83. Deoarece (4.2^ — 1) se divide 
prin 41, rezultá 'cá expresia datá care capátá forma 
(4.2^ — 1) (8.4” — 1) se divide prin 41; iar pentru că 


8.4” — 1 se divide prin 83, conchidem că expresia, dată 


se divide prin 3408. 


1.37. 1) Prin inducţie asupra lui n. Pentru n = 1 egalitatea 
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“se verifică. Să admitem că pentru orice sisteme de numere 


[255 ag» TT Any» (Dio Das * * ba} asem( y «(X 2) Em 


i21 
n n+1 
— [Sad ab; — a,b;)?. At be] — 
(Eos = et, — ap S ar) (727 
n+1 n 
in (5 «by (X a; + as | (5 b-t zn Fis 
i= i=1 i=1 * 
n+1 " n 
[$5 ab; + tmbn) gi (5 ar [X 2 + 
$= i=1 i 


| Š à 
+ Ya H ana Y bi + aip b ni1 — (X 23 — 


dui. S^ i= i=1 


— 24410041 y a,b; — d, by = $^ (aib; — ab)? + 


i=l 4,721 
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Tomo 
. A 
A Le 


A A 


+ Dhan y m Anti Si b; zm 284110544 X a; ibi = 


éci 
j — NS (a,b, —a,b;)”. 
ij-1l 
2) Tinind seama de egalitatea lui Lagrange rezultă : 


n n 2 i 
| y 4 (à y iJ [X adi Altă soluţie : deoarece 
"Nai=1 i=1 1 4 

y (a; v — b)? 20 pentru orice æ real, rezultă că discri- 
i=] 1 
minantul trinomului a” y a? — 2g x Ib. de X b? 


i=1 í=1 {i= 1 


trebuie să fie mai mic sau egal cu zero, adică 


E S c2] Ja ala 
Y ab<|Y ar] |] E 
i- i-1 i i=1 
1.38. Se aplică inegalitatea kan — Buniacovski (exercițiul 


1. 37)luîndî în rolul luia,sid,pez =>» Va; respectiv. 


n 


1.39. a) Deoarece pentru oricine numererealea, b, (a — b}? > 


Zap” a+b . - N 
> 0 rezultă ab < EX , egalitatea realizindu-se dacá 
| 2 

și numai dacă a = b. De aici rezultă că produsul 

€ * y. în condiţiile > 0, y 2 0, 2+y=s — constant este 
4 . ^ S . 

maxim cînd a = y = -. Fie acum a do, *** 44; R 

2 


numere reale pozitive si fie dy + a, T EDDY T 


S MAT. 
Dacă 0, = Qy = ttem (qu =G atunci Va PR 
n 
8  a-- a. rs -€ 
=- VJ iE ou FETA T £u . Arátàm acum 
n n | 
că dacă 4,+4,+ :::-4- a, — s. dar există cel puţin 
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A A 4 P n r DEE RR E 

două numere a, diferite atunci aja, +** 4, € —* În 
n 

adevăr să presupunem cá d; = d, = 1 = da-27—- și 


28 ,, Y - 
any1 + an = — Și în baza afirmației 


44-3 <Q; atunci 
n 


— 


8 2 
făcute la început rezultă dn-1 An < M 


; sy "ar WM 
de unde deducem cá 4,43 * * * à&-1 An < M s1 deci 
n 
n " 
Ga -* + de < Pi 


orice sisteme (a, dz, *** 4,j de numere pozitive pentru 
E s s o 8 
Care A, = l = ctim ay == > Ogg] Fa F 
| n | m n 


si fie i, Das ERA sb, y 


Să presupunem acum că pentru 


n 
——— 
am arátat cá Va,a, fa ay, xr e 
un sistem de n numere pozitiv astfel încît b, = ba = 
8 rj o 
— e = pp Sobe A- “bn O sá considerám 
n = n n 
sistemul {b}; bl, +++ sbri bo ***> Da) definit astfel 
| S 

| PEE Sis 1.. 1 — 
bi = bi» Di; = PT bi L——-—5 bras — Dizi D? = 
| n 

__ $ i š - 

= by4-b,—— ,:::, bl = b, unde am considerat că b, 

n 
ES. Ne da " i 

< > (ceea ce este posibil în ipoteza făcută) iar b, este 

unul din numerele by :::, b, care este mal mare 


A $ . . pe 
decît- (trebuie să existe măcar un astfel de număr). Sá 


E -—— sil : x 
observăm că pentru orice numere pozitive m, n, p astfel 
ca m <n «p avem n? + mp < n(m + p). De aici 
a că bb, « bibr si prin urmare bb, *** b, , bx tt 
... pee 1 1 .. e+e 

n Di bar" Dia Di Dia br a 
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Dar in sistemul][5] + = +0] l k numere sînt egale cu £ 
` . n 
„iar celelalte sint diferite. prin urmare. conform ipotezei, 


A" 
rezultă cà bb, --: 5, < E) A 

" | 
b) În inegalitatea demonstrată la punctul a) dacă se 


LY E LI 1 * . ^ * é 
înlocuieşte a; prin — se obține inegalitatea dorită. 


1.40. Vom demonstra prin inducție asupra lui n. 
Pentru n = 1 inegalitatea se scrie 2 < 2 deci este veri- 
ficată. Presupunem inegalitatea adevărată pentru n si 
o vom demonstra pentru n + 1. Deci trebuie sá demon- 
strám că (1 — zy?! + (1 +4 zr)? « PH, 
Avem (1 — zy: + (1 + 2)*1= (1 — 2) (1 — n)” + 
A+ a.) | 
dar |z| <1deci 0 < 1 + 
deci (1—2) +14 (14-2)? « 


= 2+, 


za <92 si 0<l—e<2 
9 


[(1—2+(1+2)] <2- on— 


Rezultă că inegalitatea este verificată pentru orice 
neN. 

Se observá cá pentru n > 2 inegalitatea se transformá 
în egalitate dacă si numai dacă | |= 1 

Soluţia 2. Folosind formula binomului lui Newton 
obţinem 


(1— ay + (14 a) = Y Cab + (—1}] < AC + 


4 Ch440 2-223 — 2^ 


1.41. a) Proprietatea este evidentă pentru n = 1 si se verifică 
astfel pentru n = 2: fie 2,, %, € I, M+ ^ = b 2, 2 0 
ho > 0. 
Să presupunem 2, < 22; atunci A44, + Ava = AQ, + 
+ (Y —),) z, = 2, + del(a, — as) < 2, si la fel se arată 
Că a, € ^4, d- A542, si prin urmare 247; + àt E I. 
Sá presupunem acum proprietatea adevărată pentru 2 
si să arătăm că dacă 
Lio *** 3 Un, Ungi sînt puncte din 7 si hi 2 0, àa > IL s 
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de | n+1 E „ni 
a41 > 0, sint astfel ca Y ^; = 1 atunci Y 22, el. 


i=j - i=1 l 

Observînd cá putem presupune 244, Æ 1 rezultă: 
n+1 n n Ai 
Y At, = y Mt; + Anina = (1 — )a41) n Ee 
IL! í=1 : A i—15^77^n41 
)a21tn41; prin ipoteză; deoarece y, ——=1, deducem 

l i=1 1 — 4 

EE i. i n+1 | 
cá ——i — a, e I. Rezultă Y, Aix; € I. 

i-1À — ai ici 


b) Pentru » — 1 proprietatea este evidentá, pentru 
n = 2reprezintá chiar definiția. Presupunind-o adevărată 
pentru n o demonstrăm pentru n + 1. Procedám întoc- 


mai ca la punctul a) : (s was) =f | Y inta] 
i=1 7 M1 
i -ja s j)y — c, + enne] « (1 = 
(211 TN An+1 
— y) J (X E. MR 


¿=11 — Pa 


«| e calea) < (= 


NER... A n+1 C 
— Ja41) Y) —— — f(x) + atf (rai) = Y, Af (2). 
izi l — Atn i-1 
| 
c) Este suficient să se pună X4 = -+ şi să se aplice 
pot. b) | Pu 


adevăr condiția a) se reduce la a,b, — a,b, = 0 si 4,4, + 
e PEEL 


e 


+ b,b, > 0 dar tg (arg C, — arg) = 2— si din a) 


deducem că tg (arg č, — arg l,)=0 si prin urmare 
arg la — arg €, = 2km, (k — întreg) tinind seama 
de a,4, + bb > 0. 


VL: YB D 
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; iie 
b) implică c) În ipoteza b) scriem č, = r,(cos q + isin q) 
ča = reos 9 d isin ọ) și prin urmare & = de lo; 

T 


. €) implică a) dacă $, = at, cua >0 atunci 


| 4 + čl = (1 + +a) tal =al ba] +1 bal = I ial H 
Figa 


1.43. a) Se tine | seama că, pentru orice număr complex 
6| Ut? = ¿Catunci] ¢ |2 -+ | ča I — 66 — GG = uta 
+ Vale — GG — bila = (E, — Ca) (&- — Ta) = (€, — la 
(—nen-tl. l 


b) , c). d) Demonstratii bazate pe aceeasi formulá. 


` "ai E æ p iy TOS 
1.44. Ecuatia este echivalentá cu | ES ) = 1 si deci ră- 
| v —4 
T | it ^ .2kr 2kr 
dácinile sînt date de ——— gy. = eos —— + ¿sin — ,k—1, 
Ly — îi n n 


: A N . ki 
---, n — 1 de unde se obţine 2, = ctg, Je =.1,2, —» 
E11. " 


y OPA 1 O95 — o 


1.45. " Us WI y "a? = 0 — . Obser- 
p=k o —1 " — 1 
n—1(yP.— (y 
ds > vám că 1 + 20 F-302- : + *-Eno^-71— y y y = 
»^ | K=O k-0€9 — 1 
o" LS, (e lol n 
=n — ME m 
o—1 o— lı w—l |- &— l 


deoarece o” =]. . | 
b) Avem -succesiv (1 — o)Y1 T 4 co t 9o? -- c+ 
"x nhe?) = (1— e) (J+ 4o + cc d mo — o — 
— fo? +.» — mah) = (1— e) [1 + 80t 5a H v 
-+(n2—(n — 1)? ) 0071 n20"] = [1 + 30 +++: +(2n— 
— 1) o"-1 — na” — y — 8o? —5oe3— +: +: 29 De "+ 
+ n?o] = [1 + 20 + 202 + 20"-1— (20 — 1) e^— 
— no + no] = [1 + 2(o + *:* + o"71)—(n? T (2n— 


-0D0 + rio] = — (n? F- 2n) + no 101 e) 
— 2n ; ias fis o docte = 1, adică relaţia 
cerută, | 
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1 


1.46. Dacă o que madapa complexă a unității, de or dinuln. 


atunci o?, ++, "1 sînt rădăcini complexe de ordinul 


n aie anii ti. pe de altă parte, deoarece t" — 1 = (Z—1) 
(C= 4 + 024 ++ + 1) rezultă că polinomul t"-! + 
4c e 2) 1 are exact rădăcinile w, 0% ***> oy 


de dude rezultà egalitatea din enunt. 


* 


1.47. Dacă € satisface condiţia dată atunci [=c0s azi sin a; 


atunci dem cos ka + sin has: wo cos ka i sin ka 
si prin urmare Y C + X = 2 Y cos ka = 
pe ki € kelo... 
na is .+ 1 
2 sin —- Cos a 
2 2 
i e £5 
sin — 
2 


sad 


1.48. (i) Tinînd. seama că ds = tU conditia P(t e) es P(t) se 


scrie aC + a0 + cd a = d O + dese a 


+ 4, de unde deducem că ay = Dis talie dus 


Conditia este, deci, necesará. Evident cá este suficientá. 


(ti) Condiţia din pub este echivalentá cu (ag 4- do) e + 


(a, + a) (a q... (28 + 4s). = 0 pentru forice £ 


complex, deci echivalentă cu a, -2,—0, k—0,1, +, n 


1.49. 1) 2) Se scriu numerele 1+î, 1 — 4 sub formă 


trigonometrică : 1 + i =V2 CE + i sin z) 1-12 = 
| 4c 4 


=/2 cos? — ¿isin " 
4 4 


Folosind formula lui Moivre se obtine (1+ 2) E. 


sii word sine), a = [cos "5— 


nu 
—4 sin A ; din care se deduc ia din enunt. 
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poe 


1.50. Deoarece a? — 1 = (a? — 1) (Y + à? + +++ + g?0-v) 
rezultă cá polinomul 1 + a? + :::+ 2?"7" are rădă- 


" kx kr e kr 
| cinile 2, = cos — + isin ~, T, = cos — —¿sin— » 
n n n n 


e l 2l L 


n—1 
Prin urmare 1 + æ? + ::: + œ- — [T (x — æ) (z— 
k= i 
_ n—1 k: 
— tx) = n (+ — 20085 +1). 
k=1 n A a è 
-  Fäcînd a = 1 în această o “= obținem n = 
` n=1 n—1 - e * 
= II 2?sin? iEn adicá T] ad = In , prima egalitate 
» k=1 2n k=1 n 


din enunţ. Dacă facem z = i în identitateà precedentă 


' js k 1—(—1 
obtinem n (- 2 cos zj- LUE EXE dacă n este par, 
k=1 n 2 
eN 
ea] cos 7 =0,iar dacă m este impar obtinem 
n 
Te Sm T 
H š n 25 gal / 


1.51. a, b) Fie S = sin 2 + sin 22 + +- + sin nz, C—cos 2 

+ cos 2g + “** + cos næ Atunci C + if = (cos e + 

+ isin æ) + ++: + (cos nz4-i sin nz)=(cos 241 sing) + 
1—(cos2+1sinc)” 
—(cosa+:sinz) 

1 — eos ng — ¿sin na 


+ -+-+(co0s z-J-isinz)' —(cosz4-isina) 


= (eos æ + i sin 2) = (cos æ + 
, 1 — cos 2o — i sin ng 
2 sin Ll si me ) ao sin ai, 
- gi a 2/ n+l 
+? sin a) = — |cos——2t 
2 sin E [sin x 4 COS z) als a 
9 2 2 2 
sin sin” pr s 
5 . nm + 1 2 2 
+2 sin €?|, de unde S = 
2.. .Qq 
sin; 
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ȘI 
e, d) Notind. 4 = sin e + asin 22 + *:: + a7 sin ng 
si B = cos e + a cos 29 +: + a-l cos nz avem A+ 
+ iB = (cos æ + ¿sin æ) + a (cos æ + isin æ)? + :::+ 
+ an-1 (cos e + ¿sin a)" = 


arcos (n +1) g —cos æ + i [a"sin (n + 1) — sin 2] 


acos æ — 1 + ising ] 
an+1 cos næ — a” cos(n + 1) æ + cos e — a 
| E a? —2acos æ + 1 Í 
_anHsin na — a'sin (n 3-1) + sin 


a? — 2a cos æ + 1 


Se obţine A = 


1 


| i " | 
A 1.52. a) Ecuația se scrie 5) + (3) = 3 si are soluția z =1. 
; : p i 


, 92 - 3 » €. 5 
b) Avem 22% — 922-975 de unde rezultă 3779.97" sau | 


| " FAC N Z 
Folosind graficele funcțiilor es gi ud >) se: con- 


stată că ecuaţia mai are o soluție pe intervalul 


£ rot A - pr oq. 
3% -[32%-* — 2] — 0, deci 32-=2 care este echivalen- 


tă cu ecuaţia 2% — 2% = log; 2. 


Deci | 
27 = | FI+ 4logs2 
d. 


deoarece 2* > 0. | 


Rezultă a = log, 1 +V1+ alog? i 
2 i 


c) Ecuatia se serie 


22— 2:2*.8* + 8? = 0 sau (27 —8* ?— 0 de unde 
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rezultă 2* = 8^ cu soluţia œ = 0. 
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1.53. Evident, ecuaţia are rădăcina œ = 2. Pentru a arăta cá 
ecuaţia are numai această rădăcină o punem sub forma 

w 8 - 4 " 12 A v r 
echivalentă | d -- | 5 = 1. Tinínd seama că funcția 


& => a*pentru o « a < 1 este strict descrescătoare rezultă 
ay AY 8)? 4Y? i 
că pentru a < 2, A 4 (s > (5) "P E =] şi deci 
5 5) — 45 5 
ecuatia nu poate avea rádácini inferioare lui 2, iar 
| a 4 PETI A 
pentru æ > 2,| 5) + | 5) „< l adică ecuaţia nu poate 


avea rădăcini mai mari ca 2. 


1.54. Ecuația are rădăcina v = 8. Folosind raționamentul 
utilizat în rezolvarea problemei (1—53) se arată că 
| aceasta este singura rădăcină a ecuaţiei. 

1.55. a) Ecuația se pune ușor sub forma echivalentă 
l 241 


8" (27+1.— 1) = 2(1— 2? | de unde 
(1-2 )[24+8 (22-1 1)] 20 


si prin urmare æ = —1 


b) Ecuația se scrie în forma 5%+3 — 22%+3 gi deci 
r=- 
2 ` 
1.56. a) Notínd 22 = u, y?" — v obţinem: 
(log, 2)? = log,u, (log, y)? = log,v 
E . ; ^ p? + q* 
$1 sistemul devine u + v = 2:— — E a", log;u + 
. meg 
logav = 2m, de unde u, = Dr a”, o = PA ae giu, = 
prg Ptg 
a”, Vo = PTS dn. Astfel (log, 1)? = 


.," log, prd a", (logay)? = log, ? — 7 am de unde 
dil: p+d 
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| 


E. 


= 


p+a m pa m 
V toat a " to ad * : 
a=4 y=a (si soluția 
. 1 è b di : p sb q a” > 1 
simetrică). Evident se impune condiția 2 > 1. 


PI am > 1 dacă a > 15i 
pq a 
dacă0 <a <1. | 
b) Notînd loga = ts log y = v sistemul se transformă 


în (u +.0) = 90, u—v= v2 de unde u, = vı ip, 


phg prea 


Us = 2, 0, = 1 si deci 2, = Y — 1; & = 100, y; 


i 3_ . 5 
1.57. a) Se impun condițiile a </7, a < 3 satisfăcute pe 
3 


(—oo,]/7). Ecuația se transformă echivalent ín. 92? — 
| ; uw ANM d 5 

— 27% + 20 = 0 ale cărei rădăcini sint v, = : T E 

EO | , | 

ambele situate pe (—c0;/7). Prin urmare ecuaţia dată 


urii pd a 4 5 
are rădăcinile vc, — —,2,— -, | 
3 3 
b) Se impun condiţiile 0 < x # 1, 2(v — 1)3 + 2% — 1)? — 
— 3x + 4 > 0. În aceste ipoteze ecuaţia se transformă 
echivalent în 23 — 42? — ge 4- 4 — 0 a cărei soluție 
care satisface condiţiile impuse este 2 = 4. 


1.58. Din log,,N = a rezultă logy 10=* si deci log + 
a 
E T 
+ logy5 = - adică : + uem S analog obtinem 
a log,N  log,N a 


1l 1 a 1 1 1 


— 


logN logN b "1ogN T log,N 2 


Adunínd cele trei egalitáti se obtine egalitatea cerutá. 


1.59, Deoarece log, N = logaN? sistemul se scrie log, (a?yz) = 
= Le loga(2y*) = 2, log,g(uyz?) = 2, de unde a?ys = 4^ 
ayi = 9%, mwyz* = 162, Ínmultind cele trei egalitàt! 
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obţinem (æyz)! = (2:38 :4)% de unde yz = 2:8-4. Cu 
, » , Z y l 
aceasta, din prima ecuație deducem v = Fi din a doua 


92 


A. y = El) iar din a treia rezultă z = — . 
e | 


3 


1.60. Notînd log,v = u, log,y = v: log,z = t sistemul devine 
ut + v = 8, vt — u = 4, ut + vt + u — v = 1. Se obține 
7 


i à =a ?; A g 
e | | 
y=4a0?*32=0?; 03 = l; y=0*; 2, =4%, 
1.61. a) Pentru a > 1 se obţine æ e (0,/a) n (a, co) iar 
pentru o < a < 1 inecuaţia aresoluţia æ (0, a)U. (|/a,00)- 


b) Se stabilesc semnele funcţiilor log,(1? — 4c + 4) si 
log; (2? — 62 + 9) după a si b. Dacá a > 1, b » 1 sau 
a «1, b «1 atunci inecuatia are solutia (—oo, 1) U 
(2,8) U (4, 00); pentru a >l, b<1 sau a < l, b > 1 
inecuatia are solutia (1, 2) U (3, 4). 


1.62. a) - > | 
lia | | 18 8| 
A? = A- A 01 8|:4=A4:4=¡|0 1 8 | 
i 000[ | lo oo] 
1 aj. b, 
b) Se constată că 4* — | 0 1. 3: 
| | o o o| | 
în adevăr, presupunind. că A" este de această formă, 
avem 
Su T "ab "1. 9 
c4m=lo 1 s||o18 E 
| 00 0 o 0 0 | 


A 
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Loos 
1 
+ 


pa L-a 2484, | 
= || 0 1. 3 
0: 0 - 0 
ceca ce arată cá 4" este de forma indicată și în plus 
ama lE > a = 1» bnga = 2 + Ban , b,=2.. Se 
obtine An = N, bn =3n—1. 


| i 1.63. $(4) = 4* — 24 — Ez, unde E; este matricea unitate 
E de ordinul 3. - . 


1 0 0 ZEN 
Se one f(4) = ib 1 0||—|o 2 0| 
los «ll 6 2 4| 
J1 0'0 —2 0 
—| 0 1 0 | 0 —2 0 
oo 1l| | 8 1 — 


4 4 2 8 7 8 | 
1.64. AB — 07 8|,BA-| —6 —2 —4 
—12 5 0 l 4 5 | 
| led «di i | 
AB — BA | 6 9 —1 
| 5.18: dex 


Se verificá astfel cá inmultirea matr icilor_ nu este comu- 


| 
| 
i 
| 
| 
$t | tativá. 


1, 65. Condiţia necesară și suficientă ca o matrice pătratică 
să fie inversabilă este ca să aibă determinantul nenul. 
Determinantul matricii din enunţ este 2 4 0, deci ma- 
tricea este inversabilă. 
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„Se calculează apoi minorii M, (i = 1,2,8;j= 1,2,38), 
ai tuturor elementelor a; ai matricii A, după care se 


obţin complementii algebrici 4;; = (—1)'* M, . 


|4 An Ay 
Matricea Ae y Ais Aa As ||. Se obţine 
| e 
Ais Ay Ag 
O | 
2 2 
T A 
2 2 
SE 
2 g | 
2 
| E x 
] | 3 8 
HELM 
0 1 0 1 2 l^ 
^N 0 0 8 
| 7 2 —1 —1 
E 18 
zu A EDT , 
1.67, a) Fie X =|| * | . Condiţia din enunţ se scrie 
| 1 2 v wi J| e ul 1 2 
= 1] by vh dy ol li 1 
de unde se obține u = —2y, v = «i | 
dei X =| " 7% cu 2, y arbitrari. 
y e oro 
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D) m cb 
X = | 2 ay yt? 
| | y zoey 
à | PE i = 
1.68. Punînd X ul d obţinem X= = | Y 
A | w 9 H => a 


tinind seama de det X = 1. Ecuatia datá este echivalentá 


eu ecuaţia AX + B4-CX?7—0 - | | 


Fácind calculele se obtine sistemul 
p—wuw-—w -—l 
2p --5y--v—0 


5u + 3v = —2 
32 + 3y — 20 = 1 
cu soluția 2 = 2, y = —1. u = —], v= 1. 


1.69. a) Prin inducție : pentru n = 1 afirmatiile sînt evidente 


deoarece CE 4- CEM! = (+ 


prin ipoteză. Presupunem 4""* B = BA"; atunci 
A^" B = A(4"-1 B) = A (BA) = (AB) A"! = 
= (BA) 4” = B(44""*) = BA". La fel se demon- 
streazá si (4B)' = A" - B^ b) Procedám prin inducție 
asupra lui n. 

Pentru n = 1 formula este evidentă. Să presupunem 


formula adevărată pentru n si sá o demonstrăm pentru 


n +1, Avem (4 + Bj = (A + BP (4B) — (£ + 


de CAB T el Ct An-t BE Ter Ci Br) (d+B)= 


n | n+1 i 
| = Y, CE An+i=k pr + Y CE A”-k pti — 
k=0 | k=0 


: | 

T k kit. -EDE | "VG UU. 1 

= à (CEC )4nti BEJ Cot perio y CE Arti BY, 
= | k=0 


nTl* 
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| 0 0 1 000 
c) Se constată cà B2=|0 0 0|, B%=| 0 0.0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 | 
si deci BF*—| 0 0 0 | pentru k > 8. Rezultă 
| 0 0 0 
| » 0 
(4 + By = Æ + CLA^3B-EC2 4-2 B3— | 0. >» 0 (+ 
| lo 0 » 
-10 0 | 2-20 0 
--n| 0 3n-10 gm 0 x-0 |B-— 
Qv ¿ut y 0 0 702 


e 


0 1 
—- Id nl 0 0 1 4. 0 — D 4820, unde 
| 0 0 | 


| 0 0 0 0 
n= 0 0 00 
| l 000 


1.70. a) Conform exerciţiului (1.69.) avem 4* B? = B" AF, 


4? B* = B*A” pentru orice k, p întregi si formula din 
enunt se verificá imediat prin calcul. Se poate rationa 
si prin inducţie, . 


b) Folosind prp de la punctul a) avem In — X” = I = 

= (1 — XA s X + ° + X") dacă X” =0, (I F 
TE: "E X- m a şi deci I— X este 
inversabilá avînd inversa (I — X)1=I4X +: TX"? 


c) Deoarece XY = YX rezultá (X+ py" y Ch Aaa, 
k=0 
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Pentru k > m termenul C!,, Xmok Y* este lO. deoarece 


Y* = O iar pentru k < m termenul CE, X"^-* Y* este 
0 deoarece X""-* = O. 


Prin urmare (X + Y)? = O. ` 


1.71. a) Ecuatia matricialá datá este echivalentá cu sistemul 


omogen 


(B=Na2+y—2=0 


e+(1—MNy+2=0 
oz + 4y 4-(1—2)2— 0 


- care are soluţii nebanale dacă determinantul sistemului 


este nul. Din această condiție găsim X, =0 , 19 — 2, 
Ay = 3. să 

b) Pentru 1=0 soluţiile sistemului sînt de forma 
(a —&, 20), pentru A = 2 soluţiile sint de forma (—3«; 
a, —20), iar pentru A — 98 soluţiile sint de forma 
(a, a, —a), a fiind de fiecare dată un parametru. 


e a 00 
€) Notind D = | 0 b 0 | tinind seama de rezulta- 
0 0 c | | 
tele dela a) si b) ecuatia data se scrie 
E. =l a —3B y 
"1 l 1 [| — a B y dies 
2 4 1 [| 20 —28 —Y 
a. —9p Y a 0 0 
mlm BD onovy 0 bo 
4 24 —28 —Yy | ¡0 0 c 


. de unde se obține a = 0, b = 2, c = 8. 


à 
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1.73. Dacă m + —7 sistemul este compatibil si determinat 
si se rezolvă după regula lui Cramer. Pentru m = — 7 
sistemul este incompatibil. 


1.74. Pentru m e RN (—1, 2, —2) sistemul este compa- 
tibil si determinat. Dacá m = — 1 sistemul este incom- 
patibil. Pentru m = 2 sistemul este simplu nedeterminat ; 
pentru m = — 2 sistemul este compatibil simplu nede- 
terminat. 


1.75. Determinantul matricii coeficientilor este 
A — —a(4a? — 19a + 22) ale cárui rádácini rationale 


mul este compatibil si determinat. Pentru a — 0, 2,— = 


sistemul este incompatibil. 
í 
1.76. Pentru m + 8 sistemul este compatibil și determinat 
Dacă m = 3, n = 8 sistemul este compatibil şi simplu 
nedeterminat. Pentru m=3, n #383 sistemul este 
incompatibil. 


1.77. Determinantul sistemului este A = 913 + 2422 — 451— 
— 78. Sistemul are soluţii nebanale dacă gi numai dacă 


A = 0 adicá dacă si numai dacă 1 = 2 sau A = mit LE 


1.78. Este necesar (şi suficient) ca determinantul matricii 
„coeficienţilor să fie nul. Se obține à? + u’ = 0. 


1.79. soluția I). Procedăm 


mele două ecuații obținem 8æ + 2y=4 iar din ultimele 


,geoliegte*. Adunînd  pri- 
ecuații reducînd pe z se obţine 2 + ái y = 8. Ecuația 
3a + 2y = 4 devine prin înmulțire cu 2: w+ åy = È. 

Sistemul æ + 4y = 8, 32 -+ 2y — 4 este deci nede- 
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terminat avînd soluţia a = 3 — 4y, y — arbitrar si se 


obtine, cu aceasta, 2 = 8-3 
„soluţia II) Se aplicá teorema lui Rouché. Determinan- 
tul matricii. 


2 1 | 
A=[3 î_i | este nul si A arerangul 2, iar matricea 
422 
completatá 
2 114 | 
AB-— || 3 1.1 6 || are deasemenea rangul 2 (deter- 
4228 
| | 9 1 4 
minantul caracteristic | 3 3 g | este nul) Prin urma- 
4 2 8 


re sistemul este compatibil si simplu nedeterminat. 
Considerind æ si y necunoscute principale si primele 


două ecuaţii drept ecuaţii principale obţinem a = 4 — 2z, 


y = 3z — Å, 


1.80. Se aplică regula lui Cramer deoarece sistemul are deter- 


palo T3* 
cy». 
Oto 


minantul coeficienţilor nenul : =5 Se obține 


eo 
Po Qu 
o Wo 


z= ?, y = 8, "T 
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1.81. a) Se vede imediat că a, = 1 este rădăcina întreagă 
a ecuaţiei. Celelalte rădăcini ale ecuaţiei date sînt date de 
ecuaţia (m--1)?2?— (m-4-1)? a + 2m-2=0. Discriminan- 
tul ecuaţiei de gradul al doilea este A = (m+-1)? (m—38)2. 
Rezultă că dacă m + —1, m 4 8 ecuaţia are rădăcini 
reale diferite ; pentru m = —1 ecuaţia nu are nici o 
rădăcină (imposibilitate ;) iar pentru m = 8 ecuaţia 


are rădăcini egale a = v4 = A ; suma rădăcinilor ecu- 


atiei de gradul al doilea este pozitivă pentru orice 
m( + —1) iar produsul lor este pozitiv pentru m e (1, oo), 
nul pentru m = 1 si negativ pentru m € (—oo, 1). 
Deci dacă m € (—œ, 1) / ( — 1} rădăcinile ecuaţiei 
sint de semne contrare cea mai mare ín valoare absolutá 
fiind pozitivă ; pentru m — 1 una din rădăcini este 
nulă, cealaltă fiind egală cu 1; pentru m € (1, oo) 
ambele rádácini ale ecuatiei sint pozitive. 

b) Prima inegalitate se reduce la m? + 8 > 0 satisfácu- 
tá pentru orice m real, iar cea de a doua se reduce la 
(m--1?20 | 

c) Rádácini intregi pozitive ale ecuatiei date pot fi 
2 (cînd m = 0) si 3 (pentru m = —2) Pentru a= 2 


ecuația exponențială are soluţia œ = logs; 5. . Pentru 
Adi 17 


4 — 9, ecuatia nu are solutie. 


1.82. a) Se determină rădăcinile întregi si apoi se rezolvă 
ecuaţiile de gradul al doilea obţinute prin împărţirea 


polinoamelor. 
Ei 1 1 
Se obţin rezultatele: »,— 1, $,— — =, $4 = — -. 
2 3 
1 1 
b) æ = l; == M S>, Uim m., 
15 2 Mi LR 3 
c) e, = 2, La = —2, v, = V3, v, = — l8. 
l, ys l Js 
d) 20-30-4118, 0=-L-¡B . 
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» 


1 1 1 ia yg 
e) > Dai l a= n= i mm il 


f) Se constată că rădăcinile întregi sînt 4, = 1, v, = 4 
celelalte două rădăcini ale ecuației fiind date de x? — 
— 6x2 + m= 0. i 
g) a = l 24,25 2, la = B, 04, = 0, wy = mi 

el 1 
h) 2, = l, 2, = 8, æ, = /3, ta = ya" 


i) Ecuația are rădăcinile întregi v, = 1, v, = —1 cele- 
lalte rădăcini fiind date de a? -- 32? + 38e +2=0 
care se poate serie sub forma (æ + 1)? = — 1, de unde 
| "UE. dg 1.. V8 

D3 = —l, q = —- +L, =, 

3 4: 2 2" : 2 3 

Desigur, de la bun început se constată că ecuaţia are 
rădăcina întreagă a = —1. Am urmărit să punem în 
evidență o metodă de rezolvare a ecuaţiilor de forma 
a3 --32?--3v-Lo0-0 
J) a=l, Ly=—2, li = —1 — ya s, ¿== —2 — ya. 


1.83. 1) Dacă polinomul P(z) cu coeficienţi întregi admite 


rădăcina /2 + 8, atunci el trebuie să admită si rădă- 
cinile V2—/3,—/2 + V3, — V2 — V8. Un astfel de 
polinom trebuie să fie de forma P(a) = C(a) (æt — 10 
£^.- 1). Polinoamele de grad minim sînt de forma 
P(2)= a(gt—102? +1), a #0 2), 8) Procedeu identic. 


1.84. Polinoamele cerute au forma P(æ) = a(at — Aa? + 


+ 102? — 122 + 8), a #0. 


1,85. Tinind seama de relațiile între rădăcini si coeficienții 


ecuației relațiile date se scriu a? — 2b = 11, a3 — 8ab = 
= —86 de unde se obține soluția întreagă a = —3, 


b= —1. Ecuația devine a? — 82? — y +3 =0 ale 


cărei rădăcini sînt a, = 1, La = —l, v4 = 8. 
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. 1.86. 2, + da + æ; = 6. Din relaţia dată se obţine v, + c, + 
t; —-. Deducem a = 1. Ecuația devine z? — 622 + 


a 
liv —6 —0 ale cărei rădăcini sînt a, = l, 2,= 2, 
("s = 3. | 


E ee gi EA 
1.87. Polinomul P(z) admite rădăcinile — 2 + Ep 


— E si prin urmare se divide prin a? + æ + 1. Se obfi- 


ne à — 8, b — — 2. Rădăcinile ecuaţiei P(z) , = 0 sînt 
l Js PT y3 

pim dp an = be am 

ardhi Vasa 2182 


1.88. Evaluám suma i++ + + al a pătratelor rădă- 
n 
cinilor ecuației date: Y] ai = (a — 2) — 2(a?—a4-3) = 
i=1 l 
= —g? — 2 a— 2 = — (a + 1} — 1. Deci Y xi < 0 


i=1 


ceea ce arată că zi nu pot fi toate reale. 


1.89. În condiţia dată, a,b,c pot fi considerate rădăcinile 
unei ecuaţii de gradul al treilea de forma a? + pu + q = 0. 
Folosind relaţiile între rădăcini și coeficienţi găsim 
a? + b? + c? = —2p. Din à? + pa + q = 0 găsim a? + 
+b + c3=—8q. Relaţia a? + pa + q =0 conduce la 
at + pa? + qa = 0 de unde al + 5*--c* = —p(a?-r-b? + 
+ c?) — q (a + b + ¢) = 2p*. Apoi se obţine a? + 0? + 
c5 = 5pq, a9 + b9 + có = 8g? — 2p?, a? -4- b pe -— 
— "Tp*q. | 
Cu aceasta, relaţiile date se verifică imediat. 


1.90. a) Se ţine seama de identitatea 
a4 -- aà + a = (w, + wy + wa) lat + 234 03 — (1 Va -H 
+ oa + waw) | + 80,20, si de relaţiile a, + Y + Vs = 
= —p, 0,0) -F[0,%y + wav, = Q 0,00) = — * gi astfel 
obținem ușor echivalenta condiţiilor (1) si (2). 
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1.91. Pentru simplificarea calculelor € 


b) Din relaţia (2) obţinem p? = 9g. 


e) Condiţia p 4- q +r- 1-0 arată că ecuaţia dată 
are rădăcina a, = 1, celelalte rădăcini sînt date de æ? + 


+ (p + 1) à —r =0. 


ste bine sá scriem 


He) = 1— : atunci f(v,) + (as) + f(@,) = 8 se 
a? -+ 1 -: 


ME 1 1 
transformă în—— +=— + —0, (2, 4 
nioma Wa d dipl d 


+ îi, k = 1, 2,3) de unde (218)? + (293)? + (2381) + 
+ 20? + aà + 43) + 8 — O. | 

Dar (2,25)? + (2523)? + (2320)? = (1,0, + as 23%)’ — 
— 22,U, 03 (t, + 22 + 23) şi conditia anterioará devine, 
folosind relaţiile între rădăcinile si coeficienţii ecuaţiei : 
a? — 4a + 8 = 0 de unde a, = 1, a, = 3. Pentru a = 1 


rădăcinile ecuaţiei sînt a, = 2, V=, V= —, iar pentru 
ea —" l y 7 
a = 3, rădăcinile ecuaţiei sint v, = l; v, = iria 
AI = i yv 
3^ 9 5 
1.92. a) m= f; 2, = Ap = 2, Y3 = —-. 
| 2 
b)m-—383,4,—225,——383,7,—1 
D 1 
c) m = — 2, 41 = do = T2’ Lg — 2, 
dm=4, t, = m = — 2, 84 — 1l. , 


e) Se va observa că ai — (m — 8) a — 8(m — 1) a? + 
-H(8 — 2m) a + 2 = (a? — ma + 1) (e + 1) (x + 2). 

Rezultá cá ecuatia datá poate avea rádácina dublà pe 
æ = —1lÍn care caz m = —2; pe v = —2 caz în care 


5 
m = T! pe à = 1 pentru m = 2. 
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9 
1.93. a, = 


1.94. a) Dacă a Ty v v, sint rădăcinile ecuaţiei 
ori + aye? + aya? + age + a4 = O este adesea pre- 
ferabil să se serie relaţiile Viète sub forma s' + s" = 
a a a 

— 2 p' + p" + s's"' eei a, p's" + ps -— ia pp'- 
Ao Go do 
Ag , PA a / 

= —, unde S ==, + To S = lg + Ta p = Ti Ca 
Qo 

Mao 3 
p = sta» 
b) Cu observaţia de mai sus, formăm sistemul : s’ + s” 


w ? Lă LINA 35 tatt Ial a AI 
nud A de Tp SEPT 


1 


, 


N . 5 
s = s", din care se obtines' = s" —-,p —Lbp = 
2 


hU 


NIO0NIO 


a = 23. 


a "TE 1 
Rădăcinile ecuației sînt a, = 2, v, = -> $3 = l, $,—-- 
2 


NI 


b) Procedînd ca la pct a), pástrind notatiile se obtine 
sistemul s’ + s” — 8, p' +p” + s's” = —8 ps" + 
+p"s —1—12, pp" =m,  p =p". Se obtine 
p' =p" =1-4, s' = 0, s” = 8, m = 16. Rădăcinile e- 
cuatiei sînt 2, =|2, da = —2, 254 = 4, = —1. 

1 Lă " ? 9 ? 10 
e) p” = 2, p' = 3, S —— 5,8 =8 sau p => P ca 
s =5,8"=38 cărora le corespunde m = 20. c, = 


5 + V13 — Vis | 
A, Ta ERE $4—1,; 4,—2; respectiv 
302 15 + V105 15 — V105 
Urea s mmm na PES roc lg = 
as +85 , 15815 
10 °? 4 1 
d) Se gásese două soluţii: m=10, e, — b % = 8 
v, = —1+/2, 1, = —1— V2 , respectiv [m = — 14, 
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m =-—1+2, da = — 1 — 21, g = 2 +5, Z, =2 — 
SE y5. | 
1.95. a) Dacă o rădăcină c, este independentă de m deri- 


* A PE w 4 w , di 0 
vata ei in raport cu m este nulă, adică 2, 
tim că Pla) = 0 unde am notat cu P(z) primul membru 


al ecuaţiei, deci 
za — 222 — [m + (/8 — 1)m— V3 + 2] 2, + [m 
a — V3) + m(2/3 — 4) - 8 — l'8] =0 
Derivind ín raport cu m aceastá relaţie si tinind seama 
că a, = 0 obţinem 

— V3 AE 
y, Em —18) 721874 08, 

2m + /3 — 1 


Celelalte rădăcini sînt a = m + V3, 244, — 1— m. 


| b) Trebuie sá avem m + V3 > 1,1—m »1 de unde 
rezultá m € (1 — /3, 0). 


1.96. 2, + 8a + 4g = 0, 2, + 2,0 + 2,04 = — l ŞI prin 
| urmare a -+ a+ a$ = 2. Deoarece dí = a, — 4, (3 = 
= 1, 2,8) rezultă aj + a3 + a$ = — 3a. Apoi aj = a1— 
— aa, şi deci at + 24 + a$ = 2, a? = ai — ax; de unde 
a+ a+ a$ = — 8a — 2a — — 5a si în sfîrşit 21 + «3+ 

+ a$ = a4 + a$d-a$— alai + aa + a) = 2 4 8%. 
Inecuatia propusă capătă forma explicită 8a? + 5a +2 > 


i : 2 
> 0 a cárei solutie este a € (— 00, — 1] U [24 00 ). 


1.97. Pentru n = 2 atunci condiţia aaa = 1 ne dá 4, = a4 
şi prin urmare 4, = =. Să presupunem acum 
proprietatea adevărată pentru n — 1. 

Fie ecuaţia aya” + aan i + - anca @ +F an = 0 cu 
rădăcinile a, v, astfel ca 1,2, = 1 Atunci ecuaţia a, 2” + 

“F an=, 0714 ss +18 + a9 — 0 are aceste rădăcini 
ŞI prin urmare ecuaţia 
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(2,05 TET ao) qi e (adn Sd 05-2 dg) ip^ -?2 + . e o + 
(ar — h ) == 0 , e 
admite rădăcinile a, si œ, Dacă am presupune ap % an 
atunci ipoteza 0 < ay < d, € *** < à, ne conduce la 
0 < Qi An — Qn-1 09 S Con — ün-2 Ay & 6t < d js ds. 
Deoarece ecuaţia (*) este de gradul n — 1 si are două, 
rădăcini avînd produsul 1, rezultă că trebuie sá avem 


G,ü, — An- Ap = Aln — An-2 Gg = *** = da — h 
de unde rezultá a, — a, si deci contradictie. Asa dar 
A, = A, si atunci este clar cà ay=041= *** = Mn- 


1.98. Rădăcina dublă æ a ecuaţiei a? + ma? — 8v + 2 = 0 
este rădăcină si pentru ecuaţia 8g? + 2ma — 3 = 0. 
Rezolvind sistemul format de aceste ecuaţii găsim solu- 
tia a = 1, m = 0. Punînd condiţia ca ecuaţia a doua sá 
aibe rădăcină dublă pe æ = 1 se obține a = 2, b — 1. 


1.99. 1. Se constată că ecuaţia are rădăcina a, = 1 pentru 
) orice a 4 —1, celelalte rădăcini fiind date de ecuaţia 


(a + 2)2? + (a + 2): —a?— a 3- 1 — O. 


2. Ecuatia dată are o rădăcină dublă : fie dacă 1 este 
rádáciná a ecuatiei de gradul doi de mai sus, fie dacá 
această ecuaţie ate o rădăcină dublă. În primul caz 
1 2l... ; A 
EE iar în al doilea caz a = — 2 sau 


obţinem a = 


8 


3. Dacă ecuaţia ar avea o rădăcină triplă aceasta ar 
trebui să fie 1. Din discuţia de la punctul precedent se 
vede că acest lucru este imposibil pentru orice a. 


1.100, a) Deoarece, evident, ecuaţia nu poate avea rădăcina 
æ = O,rezultă că {æ €C : æt + a? — 102? + a + 1 = 0)= 
A | 1 
=(48C;0440—10+4+-+-—=0). 
| a a? 
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Fácind a 22 == Y obtinem ecuatia de gradul al doilea in 
a 


— 12 = 0 ale cărei rădăcini sint y; = 3; Y, = 


d 3 1 . .. 
a “Radácinile ecuatici date vor fi date de ecuatiile 
nao 845 
q?— 82-120, 2? + 4e -- 1— 0sideciz, =—— * 
ly = - =W m= —2 + Va, 1, = —2— ya. 
ia are rădăcina a, = —1. celelalte rădăcini 
Bs ; æ — 624-120; 


fiind date de ecuaţia a* — 6a? + 9 


3 + Vă + Vv + 6/2 , 342 ZVrt +6V2 
sia CR 3 eS MGE UC HE 


72 


s — ya + Vr — 6/2 " | 8—)3 — Vs — el? 
mpl T X py ———— PEN MN. PEA 


Ly 
1 +:¿Y3 1—1/3 —1--il/3 
c) =w= l, z= EU Da = e , v= EE LOC. 
he 318 
Am 


1.101. a) Utilizăm şirul lui Rolle. Derivata funcţiei f(1) = 
= 82! — 8a? — Ga? + 24x + A are rădăcinile —1, 1, 2. 
Avemf(—1) = à — 19, f(1) = à + 13, f(2) = 2 + 8. 


. n — 00 — 2 1 2 oo | 
| A—19 24-18 ^4-8 | 

— | 

«-18 -+ s I Da ij | 

¡A m oe du + — 0 pe T 

— 13 udi 3 
ASS mt ME.» m + A t| 

po mA 19 | + — le 2 f 

A z19 Wi WEE uncus cti cii ope Sa 

A 19 d Zn T T T 
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Pentru A €e (— œ, —18) ecuaţia are două rădăcini 
reale situate pe (—o0, —1), (2, 00); pentru A = —18 


ecuaţia are rădăcina dublă a, = 23 = 1, 23 = ES , 

e, == : MT , pentru à e (—18, —8) ecuaţia are 

patru rárdácini reale: pentru à= —8 rădăcinile sînt 
—2 + Y10 —2— V10 

Y; = Ty = Dy Q3 LEE s @4 = =2— V10, pentru 

A € (—8,19) ecuația are două rădăcini reale; pentru 

à = 19, rădăcina dublă a, = æ, = —1. Pentru 1 € 


€ (19, oo) ecuația nu are nici o rădăcină reală. 


b) Ecuația dată are atîtea rădăcini reale cîte puncte de 
intersecţie are dreapta y = A ca graficul funcției 


PEE Apa —9 +/105 
O a PA 


625-2-1823—32?—122—9 


Derivata funcţiei este f'(x) = — (62? + 9; — 1) 


ale cărei rădăcini sint 2 = l, @ = —8;/(4- 1) = — 2 

f(-3)=1. : 

Dreapta y — emer este asimptotá oblicá a grafi- 
" —9 — [105 —9 +/105 

cului iar dreptele z = E , £= =k 


sînt asimptote verticale. Concluziile: pentru 4 € 
1 
e E —7 ecuația are trei rădăcini reale situate pe 


PE 71] (RILE en 


intervalele | 


12 
pentru à = -> ecuația are rădăcinile a, = c, =,» 
8 l T a " 
lg = — i an A e|— ră, 0| ecuația are o singură 
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A: ERE ae. 
rădăcină reală situată pe intervalul E 7’ EJ ; pentru 


A=0 ecuaţia are o singură rădăcină reală, v» = 0; 

pentru A & (0,1) ecuaţia are o singură rădăcină reală 

situată pe intervalul (—1;0); pentru à= 1 rădăcinile 
- ecuației sînt 1, = £, = —8 7, = 0; pentru A € (1, 00) 

ecuaţia are trei rădăcini reale situate pe (—90, —3), 

(= Sie e E ; (o, 2109) 

de 12 

c) Se procedează ca în exerciţiul precedent : numărul 

rădăcinilor reale ale ecuaţiei date este dat de numărul 

de puncte în care dreapta y = A intersectează graficul 

a? — 8x — 2 


funcţiei f (2) = ——__———,%w e R. 
fiel (0) = O 
o 6d i-r 62? 4» — 3 
Derivata funcţiei este f' (2) = E fa ri Ai care 
PY AR 
are două rădăcini reale az, = —1, si a, iraţională 
situată în (0,1). Funcţia are un maxim local în v-—1 


„egal cu zero și un minim local za, negativ, a cărui 
valoare să o notăm prin y. Concluziile: pentru 16 
(—œ, y) ecuaţia dată are o singură rădăcină reală ; 
pentru A = y ecuaţia are trei rădăcini reale, două fiind 
egale cu az, rădăcina iraţională a derivatei; pentru 
A € (7,0) ecuaţia are trei rădăcini reale, dacă A= 0 
-; ecuația are rădăcinile —1, —1, 2. Pentru A e (0,0) 
ecuaţia are o singură rădăcină reală. 
d) Se poate folosi metoda grafică, considerind funcţia 
a+ 1 PS 
J: RNO} > R, f (2)= E Se poate utiliza şirul 
z 
lui Rolle. Derivata funcției g(2) = a? — 3 + 1, 
g(t) = 3x? — 3) nu are rădăcini reale dacă A e (—c0,0) 
lar pentru A € (0, 00) are rădăcinile — y da Va. Situíndu- 
ne in această ipoteză avem g(—]/2) = 1 + 2% g(V 7) = 
=] —.2À Y^. Concluziile : pentru A € (—co,0) ecuația 
are o singură rădăcină reală; pentru A — 0 ecuația 


are singura rădăcină reală 1 ; pentru A «(o Joc 


Ys 


"E 
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atia are o singură rădăcină reală situată pe intervalul 


— 2 , T d 
(— 00; — VA); pentru à = a ecuaţia are o rădăcină 


Pentru à € En J ecuatia are trei rádácini reale. 
4 
e) Rădăcinile derivatei funcției f(x) = «* — 242? + 
J-33— àA + 1 sint0, —A À “(Ol = 23 — X + 1, f(—2) 
= (1 — X) (A2 — A + 1); JA) = 1 — x) 0? —^ + 1). 
Trebuie să se aibe grijă în executarea „șirului lui Rolle“ 
de poziția pe dreapta a celor trei rădăcini. Se va consi- 
dera întîi cazul à < 0 în care situație, ordinea rădăcinilor 
| derivatei este 4, 0, —A apoi cazul A > 0 în care ordinea 
rădăcinilor derivatei este —2, 0, À. 
Ecuația A3 — A-+1 are o singură rădăcină reală, ira- 
tionalá A, € (—2, —1). AT 
Concluzii: dacă A e (—00, X) are două rădăcini reale; 
) = A, ecuaţia are una dublă egală cu zero şi încă două 
reale diferite ; pentru A € (4, — 1) ecuaţia are rădăcini- 
lea, = 2, = —1, 2, = a, = 1 pentru à e (—1, 1) ecua- 
tia are patru rădăcini reale; pentru A = —1 ecuaţia are 
patru rădăcini complexe ; pentru A = 1 ecuaţia are rădă- 
cinile z, = ap = 1, 2,4 = = — 1, pentru A € (1,00) 
ecuatia are patru rádácini reale. 


1.102. a) Se consideră funcţia f(v) = a? — 3aa? + 2ab ; ră- 
dácinile derivatei sînt a, = 0, ap = 2a. Avem f(0) = 
= 2ab, f(2a) = 2a(b — 2a?). 

Fie 4, = ((a,b):a— 0), Aa = [(a,b):a >0 si b — 
—2a >0) , | | 
A, = [(a,b);a> 0,82 — 2a = 0}, Ay = ((a,b): a > 0, 
b—2a* «0, b > 0} 

A, = [(a,b):a > 0,0 = 0}, Ao — ((ab):a > 0, b — 
—2a?«0,b «0. 

An = í[(a, b) : a < 0, b<o0, b — 24? < 0), As = | (a; 
b):a < 0, b=0), 
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A, = ((a, b) : a « 0, b 0. b — 2a? « 01. Aia = { (a. 
b):a « 0, b = 2a?), 
A, = ( (a, 06) : a < 0, b — 2a? > 0). 
Pentru (a,b) e A,, ecuaţia are trei rădăcini egale 
4, = Va = ap = 0. Pentru (a,b) e A, ecuaţia are o 
singură rădăcină reală situată pe (—00, 0) ; dacă (ab) e 
e A, ecuaţia are o rădăcină dublă v, = U, = 2a si 
4, = —a; dacă (a,b) € A, ecuaţia are trei rădăcini 
reale diferite; pentru (a,b) € A, ecuaţia are rădăcina 
dublă æ; = v, = 0 si 4 = 3a, dacă (a, b) € Aj, ecuaţia 
are o singură rădăcină reală situată pe (24, %0) ; pentru 
(a,b) e A, ecuaţia are o singură rădăcină reală pe 
(—o, 2a); pentru (a,b) e A; ecuaţia are o rădăcină 
dublă 2, = 4, = 0 si 7, = 8a; dacă (a, b) e 4, ecuaţia 
are trei rădăcini reale diferite ; dacă (a, b) € A, ecuaţia 
are. o rădăcină dublă a, = æ, = 2a si 23 =—4; dacă 
(a,b) € A,, ecuaţia are o singură rădăcină reală pe 
(0, 00). 


b) Rădăcinile derivatei funcţiei f(2) = a? — 62? + a? + 
b? — 4 sînt 2, = 0, c, = 4. f(0) = a? + b? — 4, f(4) = 
a? + b? — 86. Dacă punctul (a. b) se află în interiorul 
cercului a? + b? — 4 = 0, ecuaţia are o singură rădăcină 
reală ; dacă punctul (a, b) se află pe cercul a? + b? — 4 = 
= 0 ecuaţia are rădăcinile az, = v, = 0, v, = 6, dacă 
punctul (a, b) se află în coroana circulară determinată 
de cercurile a? + b? — 4 = 0 si a? + b? — 86 = 0 re- 
zultă cá ecuaţia are rădăcinile z, = a, = 4, la = —2; 
dacă punctul (a,b) se află în afara cercului a? + b? — 
— i — 0 rezultă că ecuaţia are o singură rădăcină 
reală. 


c), d) analog cu a) si b). 


1.103. a) Folosim metoda grafică. 1) Considerăm funcţia 
J(2) = In (1 + 1). Ecuația ln(x + 1) are atîtea rădă- 
cini reale cîte puncte de intersecţie are graficul funcției 
J şi dreapta de ecuaţie y = m (2 + 1). Dreptele y = m 
( +1), me R, formează un fascicol cu centrul în 
(—1,0). Tangenta în punctul (e—1,1) la graficul funcţiei 
J trece prin vîrful fascicolului. Rezultă că pentru m € 
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1 * L4 LI ] 

e| — oo,-| ecuaţia are o singură rădăcină reală, situ- 
e 

ată pe (—1,0]dacăm e (—00,0] si pe (0,00) dacăm e 


1 4 ^ 
[o z) „ Pentru m m- ecuația are o rădăcină dublă 
e e 


, 1 , 
egală eu e — 1, iar pentru m €|-; -- co| ecuația nu 
e 
are nici o rădăcină reală. Aceleaşi rezultate se obțin 
In (2 + 1) 
+1 


> —1, care se intersectează cu orizontala y = m. 


b) Se intersectează graficul funcţiei. æ > a? — 6 arc tg a 
cu dreapta y — m. Se obţin următoarele rezultate: 


dacă se utilizează graficul funcţiei v > „a > 


-—- 


-~ 8T ; a "— 
pentru m € * œo, 1 — — | ecuaţia are o singură ră- 


- » w w On . w- 
dăcină reală ; pentru m — 1 — 3" ecuatia are o rá- 


dăcină dublă a, = c, = 1 si încă o rădăcină negativă; 
37 37 à TH 

pentru me pr — 52,2 — 1| ecuaţia are trei rădăcini 
9 


^ dl 


VT 8x E — 
reale diferite, pentru m = "m 1 ecuatia are o rádá- 
cină dublă 2, = a = —1. şi încă o rădăcină pozitivă ; 

Əm . . . — 
pentru m €|— — 1, 00 ecuaţia, are o singur rădăcină 
2 
reală. 


1.104. Fie P(a) = k pentru orice æ real. Aceasta revine la 
a spune cà (m+n +p) a? — 8(ma + nb + pe) a? + 
3(ma? + nb? + pc?) œ — ma? — nb? — pc? — k = 0 pen- 
tru orice æ real de unde condiţiile m + n + p = 0, 
ma + nb + pe = 0, ma? + nb? + pc* = 0,ma3 + nb? + 


| $ 1 | 
+ pc? + k=0. Deoarece determinantul | ab c| este 
| | ia? b? c* | 
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nenul rezultă că singura soluţie a sistemului este 
m=n"=p=k=0, | a 
2). Funcţia polinomială P este strict crescătoare avind 
derivata dată de P'(2) = 8m(æ — a)? + 3n(x — b)? + 
3p(a — c)? > 0 pentru orice œ real dacă m > 0, n >0, 
p > 0. Astfel P are o singură rădăcină reală. 


8) Ipoteza P(a) = P(b) = 0 se transcrie în n(a — b)? + 
pla — e = 0 m(b — a)? + p(b — c = 0 de unde prin 
eliminarea lui p obţinem m(c — a)? + n(c — 5)? = 0 
adică: P(c) = 0. 
1.105. Avem succesiv P(a) = a" — 2 — (n — 1) x + n — 1 = 
= g(a? —1) — (n — 1) (z — 1) = g (x — 1) (0 + 
+æ ss H eH L) (n — 1) (x — 1)= (2 — 
[Para o —(n— 1)] = (e — 
—1) [eri — 1) + (0721) + cele D= 
de 0)? [att aT: e 41) 34 (23-4 
a poe FI) + xe de 1) + 1] = 
= (æ — 1)? (224 22034 e + (n — 1)? + (n — 
— 2(0+Nn-—1) | 


| 1.106. a) Avem succesiv 2" — a?-? — 2 + 9 = a? (a? — 
— 1)— 2(z — 1) = (x — 1) [714 a?-? — 2] = (a — 
1) [ori 1) E (z — 1)? [arce + ars 
n aL aia o4 €4-1]& 
la — 1)? (04-234 +++ + 22 4 2) şi deci po- 
linomul se divide prin (a — 1), citul împărțirii fiind 
a"? 4- gat-9 p... 9g 4- 9. | 


b) Polinomul P(a) 
„numai dacă admite 
a unităţii: o 


se divide prin a? + +1 dacă si 
ite rădăcina complexă de ordinul trei 
30% e 4- 1 2 0, e? — 1. Avem Plo) = 
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— (us du Int (0*2) — (ata T (ati — (y17+2 + 
+ 0%=9"(1 — w) e" *?*(1 — 1)— 0. 


c) Polinomul P(a) = (æ + 1)9"*? + a + 2 se divide prin 
a? + 32 + 3dacá gi numai dacă polinomul «?**? 4 y + 1 
se divide prin u2+u-+1 Se procedeazá ca la punc- 
tul precedent. 


1.107. Rezultă din enunţ că p(2) = (+ — 8) DPi(2) unde p,(z) 
este un polinom care trebuie să satisfacă egalitatea 
ap (æ) = (v — 2) p¡(a + 1) ; de aici deducem că Dia) = 
(v — 2 p(x) unde polinomul p„(2) satisface æp (æ) = 
= (2 — 1) pt + 1); in sfirgit p(®) = (e — 1) p(x) unde 
Ps(2) satisface egalitatea py(a) = pala + 1); rezultă că 
Ps(*) este de forma p (æ) = a, a — constanta, aşa încît 
p(x) = aa(a — 1) (e — 2) (a — 8). 


1.108. Se scrie P(x, y) = (anti — qn-1) qu — (qm — 
— 1) ey" + (ama — a) y” = qnn & (a1 — 
— (ay) * — a"i a" + ami (ay)” + ey"! — ay" şi după 
transformări evidente se obţine P(w, y) = (ax? — (a? + 


4 1) vy E ay?) [amam-2 + qus -- ... + 
+ qim—2,m-2 e (ax)”-2 = (ag) a ex CA az ya. 


1.109. Arátám cá (E x) este un grup. În adevăr, după defi- 
nitie, prin x se asociază unei perechi de elemente din E 
un element din E. Operația x este asociativă : 


(u X 0) X w = f [$7 (u x v) 0f-(w)] = 
f Ju) 0f7(v)) 0 f-{w)] deoarece, după definiție, 
Ju% v) = f (u) 0 f- (v). | 


(S-a ţinut seama cà f este bijectiva ! !) Deoarece opera- 
tia este o asociativă rezultă : (UX v) X w= 


mf [J> u) o (J0) 0 fw) ] = wx (vx w). Dacà e 


este elementul neutru al operaţiei o în G atunci din 
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u e) = f (fu) oe) = J (1> (u)) = u = f (e) x u re- 
d x j ALA ep de efect nul al operaţiei “+ 
în E. Fie uun element oarecare din E; atunci 
f^ (u) €G; fie( fu)” inversul in (G, o) al elementului 
-i (u). Să notăm w = FI u] Atunci uu y 
— pa tu) of? Q 73 UNY] = JA 00 SA (uy — 0); 
analog w’ X u = f(e) si deci 4' este inversul in (E. %) 


i : KP 
al elementului u. £s 


p 


atie similará celei datá in exercițiul prece 

Ue rc iri y- definită între elementele lui E este 

internă. Asociativitatea se obţine astfel: (uA v) w = 
= f [J(u x v) o f (2)] =$” [(f(w) o J (0)) oJ (w)] = 
=f [f (u)o (J (0) of (w) ))] = u * 0 * w). Elementul 
neutru în (E, %) este f™ (e), € — fiind elementul neu- 
tru în G: uk f^? (e) =f [f u) o f(g (0] = 
— f [f (u) oe] =$ (f (u) = u — f (e)  u pentru 
orice u = E. Apo) ]= i 
f^ [f(u) o (J (u) ] =$” (e) unde (f(u) )' este inversul în 
(G, 0) al elementului f (u). Asa dar (E, % ) este un grup. 


1.111 a) Condiţia (woy) oz = xo (yoz) se realizează dacá si 
numai dacă se realizează identitatea a?ayz + abaz + 
+ abyz + acz + abay + b?a + b?y + bz + be + c — 
= a?vyz + abey + abzz + aca + abyz + by + b?z + 
bæ + bc + c şi deci dacă si numai dacă b? — b — ac = 0. 


b) Conditia de existentá a elementului neutru se exprimá 
în condiţia ca ecuaţia in y, agy + blæ + y) + c — sá 
aibe o soluţie independentă de æ; aceasta revine la 
compatibilitatea sistemului ay + b — 1 = 0, by -+ c€ = 0 
de unde găsim condiția necesară si suficientă ac = b? — b 
Aşadar legea de compoziție este asociativă dacă si numai 
e ei element neutru. Elementul neutru este 


a 


TR . . En . . Y 
. ¿nementul a are simetric dacă si numai dacă 


| : pa — să 
ecuația ay + blæ + y +. LES al are solutie. 
a 


a 
Rezultă că orice element din R, cu excepţia lui —b, are 
simetric, 
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1.112. 1. Calculind avem (voy) oz = vyz + aay + az + 
+ byz + ae + aby +- bz + cz + ac +c; 20 (yoz) = 
= vyz + aeg + baz + byz + b*z + aby + az + ca + 
+ be + e, din care rezultă că (xoy) oz = xo(yoz, dacă 
si numai dacă æz(a — b) + z(c — b? + b) + æla? — c — 
— a) + c(a — b) — 0 pentru orice c, z, deci dacă Și 
numai dacă b = a, c = a? — a. 


2. Condiţia voy = yox = æ pentru orice æ se reali- 
zeazá dacă si numai dacă 2y -+ az + by + c = yæ + 
+ ay + ba + c — e. Prima egalitate se realizează dacă 
şi numai dacă a = b si din a doua rezultă ay + a — 
— 1) + c — ay = 0 de unde condiția necesară $i sufi- 
cientá y = l — a, c€ = a? — a. 

Aşa dar o condiție necesară şi suficientă de existență 
a elementului neutru este b = a, c = à? — a, in care 
caz elementul neutru este 1—a. 


3. Să presupunem cá b — a, c = q? — a. Elementul æ 
este simetrizabil dacă si numai dacă există y astfel ca 
goy = yov = 1 — a ceea ce revine la a spune că ecuația 
in y, vy + ay + ar -t-a —a=1—a are soluție. 
Ecuația are soluție atunci si numai atunci cînd z % —a. 


Aşa dar mulțimea elementelor simetrizabile este RN 
f 
i-a]. 


1.113. Funcţia 1: R> R prin l(v) = æ pentru orice œ e1R 
satisface condiţiile (ii) si (iii) din enunț. Dacă jJ eG. 
atunci fof! — 1 €G. Să observăm că dacă f &G, 
J (2) = a + b, atunci b = 0. În adevăr, fie t, astfel ca 
J(t,) = a, +b = ay rezultă b — 0. 

Dacă G = {1} proprietatea din enunţ este evidentă. 
Fie deci ca G 4 (1) și fie f e G, f Ż 1 atunci 


L, = şi se vede uşor că e, = af-1, Dacă f. s EG 


51/(2) = aa + b, gla) =ca + d atunci gof EG, | 
gof EG gi deci (sof) o (g1 0 f3) e È adică functia 
v — æ + (1 — a) (1 — c) (2, — æ) aparţine lui G ceca 
ce este realizabil numai dacă æ; = 2,. 
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1.114. Evident funcţia 3: E XE = E are codomeniul E: 
operaţia este internă. Probám asociativitatea operaţiei : 


(v X y)X 3 = [ (e X pet + g0 +1 pei ai [ (ar ái 
EN AE pop = [ati + (y9»*1 + 22041) 1 " 
= æ % (y X 2): 


! 1 
Deoarece 2X 0 = (a?o*1 4 020+1 wii =g= 0 X a re- 
zultà că 0 este elementul de efect nul. Întrucât a (—2) = 
= (—a xr =0 rezultă că — este inversul (opusul 
lui 2 în raport cu operaţia X. În concluzie (E, 3) este un 
grup abelian cum se observá imediat. Aplicatia f este 
1 1 


injectiva : fie f(e) = f(y) adică a?! = y?*1; atunci 

obţinem 4 = Y. Aplicația f este surjectivă : fie yek 

luînd g= y?*!, obținem f(2) = y. Aşadar T cate 
1 1 


0 bijectie. Apoi f(z)3cf(g) — [a++ + (yiri 1 pati 
E f 
=(a + yy»*i = fla d y). 


Ín concluzie f este un izomorfism de grupuri între (R, +) 
si (E, X). | 


aspe p 
1.115. 1. Observăm la început că dacă Ur Aea G- Hs 
O3 Ga bz dy 
sînt în M atunci ab, 40, a,b, 40 şi prin urmare | 
a a M b b | 
1 "2| x | 1 af se află in M. 
Qs Ay bg ba 


Demonstrám asociativitatea operaţiei Jc, prin calculul: 


( a d li. b, "ba J* Ci Ca — 

| dg d, | 1) ba b, C3 Cui 

po ab, LEI + ayb, | "1 | C1Ca dl 
lg + abs Aba | CaCa 

== (a,b) £1 (a, + a,5,) + (aby) Ca 
(a + agba) + (aba) ca (a0) € 
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03040, | ay + iba T (4,0; folosind | 


E as + aya + abits bea 
proprietăţile inmulfirii şi adunării numerelor reale, La 
T" a | bb aC 
fel, obținem | ^: ! *[| zia * | aia J- 
| | Ga Ga | baba Ca Caii 
a a | bic, ba + b1C, 
Q3 Gl ba + b463 — bue, 
4 bc da + aiba + bC 
As + abs + abaca aby, 
i | | by b] | a 
Conditia | a e | X LA 2| ed. ei | 2 | pentru 
| da 0, bg b, | Qa d. | 
orice matrice este satisfăcută dacă b,— b, = I, 5, «s b, = 
` i; " 0 
0. Elementul de efect nul este deci : 
Din | Qi da bı b ins | 1 rezultă b, = 
| (a Ca ba b, | | 0 
L. a ; 
== b=— 2, bh = b3, b, =— ; inversa în 
x 1 sa rA Ag 
(M, %) a matricii | a de există în M şi este 
i| %g 04 


l/a, —a;la, 
—as[a, 1/a, 


Așadar (M, 5€) este grup. Grupul nu este comutativ 
eum se constatá fără dificultate. 


2, Evident produsul ,%“ a două matrici din M, este o 
matrice din M,. Observind că unitatea din (M, x) se 


află in M, si că inversa matricii 


[^ 0 
O 1/9 


subgrup al grupului (M,%). Acest subgrup este comutativ 


este 


și se află în M, rezultă că (Mo %) este un | 


181 


CE Scanned with OKEN Scanner 


1.116. Avem M(a) M(b) = | 


3. Se verifică uşor că (Co; 0) este un grup şi cá-funetia f : 


; , a 0 
(C. 0) > (My: X) definită prin fla +b) =, | 
este un izomorfism de grupuri. 


a a—1| |è e—L|_ 
0 "d 0 1 


ab ab—1l! 
0 1 


'si deci înmulţirea matricilor este operaţie internă im 


mulţimea M. Deoarece înmulțirea matricilor este asoeia- 
tivă, rămîne de observat că matricea unitate face parte 


din M, că es M(1) şi că inversa matricii M(a). 


a + 0, este M : si deci face parte din M. Pe baza 
a 

formulei M(a) M(b) = M(a:b) rezultă că funetia bi- 

jectivá f:(R-)>(M-), f(a) = M(a) este un izomor- 

fism de grupuri. 


1.117. (i) Fie 4, Be [X]: AX = XA, BX = XB. Atunci 


(4B) X — A(BX) = A(XB) = (AX) B—(XA) B = 


si deci AB e [X] 


(îi) (4 + B) X = AX + BX = XA + XB— X(A + B) 
și deci 4, B e [X] implică 4 + B e [X]. 


&|[X] o dată cu A € [X]. Trebuie arătat că ([X], +) este 
un grup abelian, ceea ce este cunoscut din proprietátile 
Eie n eu iy pep Proprietátile inmultirii cu scalari 
a matricilor : = A, a (A --B) — aA 4- «B, (ua + 

A — «4 + PA, a(BA) = (af) A fiind în PA Ead 
rate, rezultă cà [X] este un spaţiu vectorial. (iv). Evi- 
dent G(X) este nevidà: contine matricea unitate de 
ordinul n. Din punctul (i) rezultá cà inmultirea este 
o operație internă in G(X). Este suficient să arătăm că 
dacă 4 € G(X) atunci 431 <G(X). În adevăr X = 
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=X(474) = X(4471) = (XA)47 = (AX) 471 de unde 
prin înmulţire la stînga cu A`! obţinem AIX — 4-1 
AXAT! = XA, ` 
1.118, 1. Înmulțirea, matricilor este o operaţie în M deoarece 
a b c d ac — bd | ad -- bc 
—b a —d ce] —bc — ad ac — bd 


și ipoteza a? -+ b? 40, c +d? 40 conduce la (ac— 
— bd)? + (ad — bc)? = (a? + b?) (c? + d?) 40. inmul- 
tirea matricilor este asociativá, matricea unitate | : : | 


face parte din M, orice matrice din M are inversă, avînd 


I 
2 a p2 


și evident inversa face parte din M. 


— 


b 
determinantul nenul : | | : 
Aem a 


po 
| 
—b à | 
In plus se vede cá inmultirea matricilor din M este 
comutativă. 


2. Evident cá f este o bijectie între CN (0! si M 
Se verifică ușor cá f[ (a + ib) (c + id) ] = f(a + 4b) f(c + 
+ id) deci f este un izomorfism de grupuri. Desigur cà 
existá. Este suficient sá considerám un izomorfism gal 
grupului CN {0} pe el însuși, diferit de aplicația iden- 
titate si să definim h: CN (0) = M prin h = fog. În 
rolul lui g putem lua aplicația a + ib — a — ib. 


3. Observînd că | i: f | = f(1 + 2/3) rezultă 
| j 
1 3 | 60 ped . 
| ys " | = ra + iB = fpe + i + o] = 
paso o. | 
ne 


1.119. 1. (a. b)3- [ (e: d) 3c (m. n)] = (a, b) x- (em, en + md) = 
= (a (em), a(en +- md) + (cm) b) = (acm, acn + amd + 
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cmb), Ma. b)¥ (e, d)] 4(m,n) = (ac, ad + cb) 5 (mun) 
+ (fuel Ai cn dá míad + cb)) — (acm, aen + mad + 
+ mcb) si folosind proprietátile de comutativitate si 
asociativitate ale adunării și inmultirii numerelor întregi, 
deducem că operaţia < este asociativă. La ffel se 


obtine si comutativitatea operației x. 


2. Condiţia (a, b) 5 (e; d)—(a: b) pentru orice (a, 5) din 
E ne conduce la (c, d) = (1, 0): elementul neutru este 


perechea, (1, 0) 


3. Fie (u,v) € E, u,v sint deci numere întregi. Ca f să 
fic surjectivá este necesar si suficient ca ecuatia (a,b) X 
(a, y) = (u,v) să fie solubilă in E; aceasta revine la 
faptul cá sistemul az =u, ay + bx =v sá aibe soluții 
întregi pentru orice v si v întregi. Luind u = 1 rezultă că 
trebuie să avem sau a = 1 sau a = —1. Dacă această 
condiţie este realizată atunci sistemul are soluţie întrea- 
pă: 2=u,y=v—budacăa= 1, respectiv 2 —— u, 
y — —bu — v dacă a = —1. 


1.120. Operatia + este internă în mulțimea M =Qx(Q (0; 


184 


deoarece Q nu are divizori ai lui zero. Demonstrăm că 
operatia este asociativá. 


[ (a, b)%(c, d)]% (m, n) = (ad + be, bd) (m, n) = [(ad+ 

+ bc) n + (bd) m, (bd) n] = (adn + ben + bdm, bdn) = 

= (a, b)X- [ (e. d) %(m, n) ]. 

Elementul (0,1) este element de efect nul al operatieiX: 

(a, 0) %(0,1) = (a -1+b+:0,b-1)=(a,b)=(0,1) X 

(a, b) pentru orice (a, b). Sá remarcăm că dacă (a,b) € M 
a 1 a 1 


atunci |——, = i că Ld x ss 
| - y) si că (ab) % | s, 5) 


In concluzie (M, % ) constituie un grup. 
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1.121. Fie 7 = R xR. Arătăm că (I, 4) este un grup (comu- 
tativ). Este clar că operaţia - este o operatie interná 
în I. Asociativitatea operaţiei 4 este o consecință ime- 
diată a asociativitátii adunării numerelor reale. Ele- 
mentul (0,0) € I este element de efect nul, iar pentru 
fiecare (a,b) e I elementul (—a, —b) este opusul față 
de operaţia x. Este la fel de simplu de verificat că 

. operaţia o este asociativă. Apoi (a, b) o [(c, d) * (m,n) ]= 
= (a, b) o (c+ m, d + n) = [a(c + m), a(d + n) + b(c+ 
+ m)] = (ac + am, ad + bc + an + bm) =(ac, ad + bc) 
X (am, an + bm) = [(a, b)» (c, d)] x [(a, b)o (m, n)] 
Așadar (£,%, 0) este un inel comutativ. Fie acum (a, b) o 
(c,d) = (0,0) atunci ac — 0, ad + bc = 0; 

Dacá a — c — 0 atunci ad + bc — 0 pentru orice b si d. 
Deci elementele de forma (0, b) cu b 40 sint divizori 
ai lui zero. De fapt acestia sînt singurii divizori. Ín 
adevăr fie (a, b)o (c, d) — (0, 0) si sá presupunem 
atunci c = 0 si deducem că d = 0. Aplicația f: RI 
f(x) = (2,0) este, cum se verifică ușor, un izomorfism 
al inelelor R si I. 


1.122. a) Verificarea este imediată. Se tine seama de egali- 
tatea de la a) si de faptul că (2 — y)? > 0, (y — 2)2> 0, 
(3— æ)? > 0 pentru orice z, Y» 2 numere reale. 


1.123. a) Sá remarcăm că dacă q este in K astfel încît o^ — 1 
. pentru un anumit număr natural n atunci « Æ o. 

Pentru a aráta.cá G, este grup ín raport cu operatia 
- este suficient să arătăm că dacă o, BeG, atunci 
a * B e Gn ceea ce se deduce astfel (cf) = o^g^"—1-1— 
= 1 folosindu-se comutativitatea corpului K. 
b) Din f(2) + (aa) = æ pentru. orice œ rezultă f(2) = 
= € — a2 + aw — o3 æ + eb aha — fala), 7 
Dacă a+ = 1 atunci rezultă 2f(v) = æ — aa + 
-- a^a m o. 3q + e o e n artim + a y 


şi deci f(2) = = (a — ai + ale ese — g-ig + ag), 
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1.124. Arătăm că (M,<) este un grup abelian. Remarcàm la 


2.1. 
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; =) atunci exye[-7 A n 
2 2 
Avem (e % yz = are tg [tg(v + y) + tg z] = are tg 
(tg æ + tg y + tgz) =are tg [tg c -+ (tg y + tg 2] = 
— are tg [tg e + tg (y42)] = v X- (y X2) şi deci operația 
Y“ este asociativă. Deoarece U-40=arc tg (tg 2-I-tg0) = 


— g rezultă că 0 este element de efectul nul al operaţiei X 


Pentru orice z € —Z. Z|, —æe e|—-, -| şi se 
2 2 2 2 


început că dacă v, y € [- 


NIN 


- 


vede cá æ % (—2) = 0. 

Asa dar (M, ¥) este un grup; si este evident că v% y= 
= y% æ pentru orice g, y € M. 

Arătăm- că (MN {0}, o) este un grup abelian. Dacă 
20, y#0 atunci tg æ tg y #0 si deci arc tg (tg æ- tg y) + 
4 0: operaţia „0“ este internă in (M N (01) 

(xo y)oz=arc tg (tg (zo y) tg z) =are tg (tg æ tg y tg 2)= 
= go (yo z). 


T T T 
Deoarece vo-- are tg (lg z * 1) == 2 a rezultă 
4. 


că Z este un element de efect nul in (M | (059) * 
4 


TU 
Lol — v 
2 


are invers. Evident că „o“ este operaţia comutativá. 
Deoarece æ o (y x 3) = arctg [tg x tg (x 2)] = arc 
tg[tg a (tg y + tg2)] = arc tg [tg stg y + tgz tgz] = 
are tg [te (oy) + tg (o2] = (oy) * (22) rezultă 
cá (M, X 0) este corp. | 

Aplicația f: M — R, f(u) = tg a este izomorfism intre 
corpurile M si R. 


2 


-—- 


- za si deci orice a e(MN40)) 


— 
4 


sin 10? + cos 40*— cos 80? + cos 40*— 2 cos 60° cos 20° = 
= cos 20*. 
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: . 4 sin 20° e o 
2.2. 8 sin 10° cos 20° cos 40° = PM en, C05:70 cos 49" . 


eos 10? 
. 2sin 40? cos 40? s sin 80° — 
cos 10? cos 10? 
l 1 — 4 sin 10? cos 20? 
2.3. ———— — 4 eos 20° = — - = 
sın 10° sin 10° 


_ l — 2 (sin 30? — sin 10°) - 


- 2, 
sin 10° i 


2.4 


tg 44° tg 46° = 1. 


2.5. Notám 16 sin 6? cos 12° cos 24° sin 42 = q. Înmulţind 


egalitatea, cu cos 6” obţinem succesiv : 


8 *2 sin 6° cos 6? cos 12° cos 24? sin 42? = a cos 6° 
4 -2 sin 12? cos 12? cos 24? sin 42? = a cos 6? 
2 - 2 sin 24? cos 24? sin 42? = a cos 6? 


2 sin 48° sin 42? = a cos 6° ; sin 96° — a cos 6? de unde 
a — 1. 


2.6. f(—2) = |æ +1] + coste, Decif(2) 4 + f(—a). Re- 


zultă că funcția dată nu este nici pară nici impară. 
2.7. f(—a) = —sin5g + costa și f(0) x + f(—a). 
2.8. f(—n) = — a — sina =— (æ + sin?a). Funcție impará. 


2.9. f(—a) = l'etg?z = Fa). Funcție pară. 


2.10 Dacă funcția J(2) este periodică de perioadă 7 avem 
He + T) = f(æ), deci trebuie sá avem 
sin 8( + T) + ctg 3(a + T) = sin 32 + ctg 3v 
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Dar sin 32 = sin (32 + 2mm), ctg 8v = ctg (82 + na), 
nT 


: 2mm . 
m n E VA deci E ȘI T 2—. 


SOC: . 2m 
Cele mai mici numere m si n care satisfac relația a 


na 
= — sinim-—lsim-2 


4 


2 
Rezultă T = = 


2.11. (vezi 2.10.) T = 2r. 


2.12. Determinînd cele mai mici numere întregi pentru care 


aea E co. — Dona 


3 2n — 1 


2.13. Funcţiile sin V2 æ si cos V5 2 sînt periodice si au res- 


; . 27 : E 
pectiv perioadele E şi ys Dacă f(x) este o funcție 
o e T 2 m 
periodici de perioada T trebuie sá avem VETU. eu 
n 
mMm, n € Z, ceea ce nu èste popu, Deci f(x) nu este 
periodicá. 
2.14. Nu este periodică. 
2,15. Din tg — etg æ =a obținem tg2r = — 2 E 
a 
Avem tg 4% + 4tg 2% + za => + 4tg 22 + 
Sa g? æ 


. 2(a? — 4)? — 4a? 
a (a? — 4) 
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2.16. Scriem sin a + cos v = /2cos [^ — A . Deci V2 
COS | e — J = p egalitate valabilă numai pentru |p | < 
al 
< V2. 


a) Ridicînd relația dată la pătrat obținem sin 22 = 1 — 
2 


Expresia Æ (2) se scrie 


2 4 2 4 
= —— 2+ — | 3 
ER) sin 2% i sin? 22 sin 2% pe 22 | 


deci expresia, se scrie în funcție de p: 


4 3 
————— |2 1 — p?) — (1 — p3*] — 2. 
a a a a 
b) Din E(æ) = — 2 obținem sin? 2 — sin 22 — 2 = 0 
sau (sin 2% — 2) (sin 22 + 1) =0 de unde rezultă a, = 
an Tr 
=— , ly =— 
4 4 


2,17. a) Din tg ? + ctg 2 = a obţinem sin 22 = : . de unde 
: a o 
rezultă |a| > 2. 
3 2 RM 1 , 
b) a beige BE Me e 2) 2sin a cosz | 
Sin æ cos 4 


"T 2 : | 2; 
ȘI sin 2% = ^ deci sin 2 + cos 2 = «p^ - "ad expre- 
, , 1) 2 
sia devine E=W+|2——|l/1+“- 
a a. 
2.18. Avem Vtga + sina — /tge — sina = ya tge 


| 


sin — 


al 


“d 


UH 
cos = |. 
2 i 
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de unde: 


tg a + sin e — Vte a — sin a = 


2 Vte a sin HT i GO e 2lerr, = fa d 
4 2 2 


— 2 tg 2 sin(= + z) zef; + 2kr, (2k + 1) d 


— 
— 


— e c 8T 
ə tø æ sin | 4 — |, e | (2k + 1) 7, — + hr]. 
Vtg E 5 ( Rd) v | 
—— , [2 T am. 
2 Viga sin (242) wej? + 2kz, 2(k + 1) z|: 
„42 4 2 ] 


2.19. Scriem cos 24 + cos 2B + cos 2 C+ 1 = 2 cos (4 + 
+ B)cos (A — B) + cos2C + 1= 2 cos Clcos C — 
— cos (4 — B)] = —4 cos A cos B cos C ; 


eos 4 + cos B + cos C — 1 = 2sin 3 | cos Ark 
px E — M. 
— sin ~| = — 4sin— sm — sin — 
2 2 2 2 
Deci p.54 eos B eos C 


i . B. C 
sin — sin — sin — 
2 2: 2 


Din E = 0 rezultă cos A = 0 sau cos P = 0 sau cos C = 
= 0. « 


2 2 2 
B—C 


2.20. Avem cos? B + cos? C = 4 sin? E cos? suba 


€ 


— 2cos B cos C si tinind seama cà B + C — x — A» 
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— 


va i dl A 
E = 4 sin? a ES 8 cos? l-a cos Beos C [1— 


— eos 4 ]-+ sin C, sau 
ge 2 sin? Ê [cos 4 — cos (B — C) + cos (B — c) — 
cos 4] + sin C — sin C. 


2.21. S= Y, sin?ka — » [1— 00s 2kg ]— Ee Y cos 2ko., sau 
k=1 


2 ki ki 
R A, E 
=- — -sin g Y 2 sin « cos 2k« si transformind 


produsul în im avem 
n 
um E y | sin (1 — 2k) a + sin (1 + 2k)u]. 
2 2sm0ío1 
Scriind sumele dezvoltat si reducind termenii asemenea 
obţinem 


| n sin(2n +1 a — sin a | 
S==-— unum. de e Atta de unde 
2 2 sin &% 
sinna cos (n + 1) a 
y sin? ko, — — A A Du s 
k=1 sin «ax 


2.22. Scriem E, = sin 22 + A cos 22 = /1 + 22 dos (2 — q) 
PERLE ca ae E 
Viata Va pa: 


oricare ar fi A € R. 


unde sin y = 


L3 


TC 


< Qs 


sin 32 | 
E, = ——=2=—- [eos 82 + A eos a cos 22] 
eos à eos 22 cos 32 


sau 
to 382% te 83 v 
E, = —— [2 + N eos 20—1] = (A+ 2) => 
cos 2% cos 2 v 
| cos 2% — 4 
A+ 2 
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Didi < 1 deci pentru A € (—00, —8] U [—1, + 
[A+ 2] 


+ oo) putem nota = 


= cos si expresia se serie 


2 tg8 vsin (e + e) sin (e — 9) 
cos 2q cos 27 


E = 


2,23. E(a,a) = [cos (€ — a) + cos(4 + a)]? — 2cos(2—a) ` 


cos (1 + a) — cos 2a cos 24 sau transformínd suma din 
paranteză în produs iar produsul cos (2 — a) cos(? + a) 
în sumă se obţine E (2, a) = 1. 


2.94. 'Transformînd în sinus si cosinus -expresia este egală 
cu 1. : | 


2.25. Expresia este egalá cu zero. 


2.26. Avem transformind sumele în produse 
cos (a + €) cos (a — 2) — sin (a -+ æ) sin (a — a) _. ctg 2a. 
sin 24 
1 —sin2a + æ (1 +sina)__(L+sina)(14+ z— sina) 
1+a—sina 1+x—sma ` 


2,27 
=] sin a. 


2.28. Solutia 1*. Avem ctg (k + 1) a — ctg ka = — 
ud — sin a. 

i sin (k + 1) asin ka 
2sina 

eos a — cos (2 k--1) a 


sau etg (k --1)a — etg ka = — 


; 2sina us 
Deci Y —————————— = te ka — ctg (k 
Prose aget po à Lets i etg ( F 
+1) a]. 
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Scriind sumele dezvoltat şi reducind termenii ne rămîne 


n 


2sina 


— ct ad — et n 1 ME 
ic COS a — COS (2 k + 1)a id g (n +1)a 


sin na 


— 


i sin asin(n + 1)a 


Solutia 2%. Se demonstrează egalitatea prin inductie. 
Pentru n = 1 egalitatea, este evidentă : 


2 sin a 2 sin a 
cosa —cos38a 2sinasin 2a 
Presupunem egalitatea adevărată pentru n — 1 deci: 
e 


2 sin a 2 sin a 


cos a — cos 8a eos a — cos (2n —1) a 
_ sin (n—1)a pat 


sin asinn a 


Să arătăm că egalitatea are loc pentru n: 


2 sin a 2 sina: | 
Pa c1. . . œ —— ă -- 
eos a —cos8a — cos à — cos (2n — 1) a 

2sina ^ _ sin (n — 1) a 


eos a — cos (2n+ 1) a sin a sin na 
2 sin a 
cos a — eos (2n+ 1)a 


+ 
dar 

sin (n—1) a sna |  __ O 1—cos2na 

sin asinna sin2nasin2(n+-1)a 2sinasinnasin(n-+1)a 
sin na | 


“sin a sin (n + 1)a 


Deci egalitatea este adevărată pentru orice n €N. 
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wy 
b 
4 
^ 
:. 
A 

| 

F 
Ă 
: 


. 2.33 Seriem tg (a+ka) — tg ka = 


2,29. Ínlocuind secanta si cosecanta în funcție de cosinus 
si sinus egalitatea este imediată. 


2.30. Avem sin [are sin 5 + are sin + arc sin 7 = 


2 3 3 21 
5 


sau dezvoltind membrul întîi egalitatea este imediată. 


: z, (n—1)r 27, (n—2)x | 
9.91. An m m Umm <..— |, 
2n 2n 2n 2n 

Dacá n = 2k + 1 ín produs avem un numár par de ter- 
meni care 2 cite 2 inmultiti ca mai sus dau 1. | 
Dacă n = 2. k procedám ca mai sus si ne va rămîne 
. CAE 
. termenul de rang - care este tg 2_= tg- = l1. 
| 2 2n 4. 


2,92, a) tg (arc tg l +arc tg 2 + are tg 3) — O0 adică 


b) a +b + c — abc 

sin a 
cos (a + ka) cos k o. i 
Transformînd produsul de la numitor în sumă avem 


. egalitatea cerută. În egalitatea dată luăm « =a si 
însumăm după k —1,. ..,m. 


: n l | n 
2 sin à Y. = te (1 + k)a — 
È cos a + cos (2k + 1) a a lie ( TM 
— tg ka ]. ; | | 


Dar Y tg (1 + k) a — y tg ka = tg(n + 1) a — tg a deci 
=I 


k=1 
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"n 


- 1 tg(n+ 1)a—+t 
> — (n H1) a— tga 4 ande 
ý= COS a + cos (2% + 1)a 2 sin a 


sinn a 


rezultă egalitatea cu —————————— , 
a sin 2a cos(n + 1) a 


2.34. (vezi 2.—38.) 3 : 
34. (vezi 2.—: + ES 
) Y cos A? eos (k + 1) 
D 1 1 
=? Y > e 
io COS 1° + cos (2k + 1) cos 1 


+2 y A A de unde rezultă egalitatea 
Za cos 1”+cos (2k-I-1?) 


„cerută. (Pentru generalizare vezi ex. 2.41). 


2.35. Se dezvoltă cos [^ — - Jr si sin n — a : 


á 7 


2.36. Sale stână cos 22 = 1 — 2 sin?z, sin 2v = 2 sin @ cos c 
primul membru al identităţii se scrie 


(1 — sin? 2) (1 + 2 sin x) — l—sine 
cos æ (1 + 2 sin 2) (1 + sin 2) cos æ 


2.37. Membru al 2-lea al identităţii se serie 
e 
COS — + cos a 
: Ul id won. ERFAR 
sn 4 —4,———— ——— — SIN e ——————- a A Mal 
2 == 2 - 
cos a — cos^. cos o — 1 cos  — 1 


2.38. Se transformă în produse sumele cos z + cos 9 si 
sin c + sin 92 


2.39. X. sin 2 kæ _ 1 4% sin2ke 
„ua COS 2 ka — sin 2 ko (22 sin 5 — 20) 
| 4 
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Pentru n = 1 identitatea este evidentă 


Presupunem că identitatea este adevărată pentru n — 1. 


Pentru n avem : 
n sin 2 ka J] ”71 sin 2 ke 


* l A AA EMIT e 
2 55 sin E — zre ) V2 =: sin (F — 20) 
4 


1 sim2ne o _ 1[_sinn(n—1Me | 
Y sin[ E 2na] „Va sin( F- (n — Dre) 
4 | TR 
" sn2nz  ]| 1 sin n (n + 1) « l 
sin(7— 2 ne ) | V2 sin Z n(n De | 


Identitatea este adevărată pentru orice n € N. 


O pg in æ sin (2 k — 1 
3536 Xvem — Sinzsin(2k —1)v _ 
sin æ ¡E cos? (k — 1) 2 cos? ko 


IE Y n cos? (k— 1) æ — cos 2 kz 
. 9sin 2:51 cos? (k — 1) a cos? 2 kæ 


sau 
I | 1 1 1 1-—costne 
sin gýs | cos? ke  cos2(& — 1)z] sing cos?na 
tg? na | | | 
sinc d 


2.41. ctg ko. — ctg (a + ka) = PE od A 
Oe cos a — cos (a + 2 ka) 
Luínd « = a rezultă egalitatea cerută. 
"În identitatea tg (a + B) — tg « = AO A ER 
| cos a cos (a + PB) 


punînd B=1", a =0", 1% +++, n°, şi adunind egalitá-. 


tile obtinute rezultá egalitatea din enunt. Identitatea 
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VO LY N 


de mai sus sugereazá modalitatea de generalizare, 
Avem 


tg (a+B)—tg(04-(—1) p = 


de unde deducem 


sin B 


cos (a-+(le — 1) cos («+ 1g) 


"er Lou (n) tga 
pci COS («4-(k -1) B) eos («.-4- kB) sin p 


2.42. Primul membru al relaţiei se serie 
` 2 [1 + eos (a — 5)] = 4 cos? 5— 


2.43. 


æ+ b 
4 


Lă 


Ecuația de gradul doi are rădăcinile a, —'ctg 


da = — ig ——. Relaţia ai +a = 2 se serie! 


2 =2 sau = tg? 2 2 — 0 de unde 


2x = + 1 de unde a +b = x (4k +1)k e Z. 


rezultă tg 


: tit VI Y sin*2g:3 ii i 2 
sint æ + cost g mac t dar sin? 22 < 1 deci 


. inegalitatea cerutá. 


2.44. 


2.45. Es 


Vezi ex. 2.48. 


— sin 2% 


I: eos [ 5 — 20 
19 


asia (93) | 
- = la 


* E 
sin(» 5] | H 
sin | 2—- | 
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IA 
asd . 


è YI" 
Dar|sinac zd 


b? c? € a2 
2.46. Scriem cos 4 + cos B + cos C E E 
a?--c?— 0? , a? -- 0? — c? 
AR Pan aja HU es $ 
+ 2ac 2ab 
Deci trebuie sá demonstrám inegalitatea 
ab (a + b) + bc(b + c) + ac (a + c) — (a? + be) < < 3ab 
Dar a? + b? = (a + b) (a? + b? — ab) > (a + b) ab, cáci 
a? + b2 > 2ab. 
Scriind relaţii analoage pentru b3 + că, a?--c si 
adunindu-le obtinem : 
(a + b) ab + (a + c) ac + (b + c) ae < ete (1 
Avem ! 
a? + b? + c? > ab + ac + bc ; 
did B 4 ot Sabe (0 ne) (a +04 —ab— 
— ac — bc) 
deci a? + 5? + c? < 8abc. | (2) 


Din (1) si (2) rezultá inegalitatea cerutá. 
2.41. Ecuația | se mai serie oos 22 + cos 42 + eos 62 = 
=— 1 


sau cos 8n cos x + cos? 8% = 0. Dacă notăm cu S mul- 
timea soluţiilor ecuaţiei date avem : 


5 = la se go ERES, k «zh L 


— (+1). 
4 


ze R, @= 


ez] 


2.48. Scriem sin æ — cos œ = /2 sin | qa A | iar ecuaţia 


devine sin Í L — d = 0. 
4 f 
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Deci S = |^ seno Em ez]. 


2.49. Ecuatia se scrie sin 29 — cos 2æ = 0 sau sin (22 - 


| Á 
-2j=0 și s= [aa em ocit rez). 
4 | 


2.50. Ecuația se mai scrie cos 2% + V3 sin 2% = 1. Înlocuind 


- T f Ty. 1 ] 
— £g — obtinem sin |22 +- =3 deci S = felge 
ya tg. de | 4E E 


SR, =(-1) z 345, kez}. 
12 


2.51. Avem sin (^ +3] COS E m a) = V + sin (20 zz 


| CNN 


3l iar ecuatia devine sin (22 + 3 = — 2. Nu are so- 


lutii reale. 


2.52. Ecuatia se reduce la cos 22 = Va — 1 deci 


S = (ala e R, v» = + are cos qas i + 2k mk EZ}. 


2. 2.53. Deoarece sin? a + cos? g = (sin æ + cos a) [sint a — 

— sin g cos a (cose + sin? æ — sina cos a) + cost a] = 

= (1 — sin g cos a — sin? æ cos? æ) (sin æ + cos æ) ecua- 
sin 2w — sin? 2w 


9 


dl 


tia se serie (sin v t cos 2) | 1 — 


2) mo dă nde sin æ + cos æ = 0 cu [5 


sin 24% 
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= (ajo = R, a = — F + kr, k =Z} si sin 2æ — 2 


care nu are soluții. 
. pr 1 7t ei 
2.54, Avem sin æ + cos e = Va cos| 2 — P s SIN 4 — COS L= 
TM T 3 . è T 
pre y2 sin | æ — ~- | . Ecuația devine sin” |» —-| + 


cos” [o = 0 sau io = reo Ecuația tefa PEN 


= 5 = — 1 are soluţii reale numai pentru n = 2k + 
+ 1. Deci tg E -— = — 1 de unde rezultă S = 


$ 


= («|o eR e= pr, p € Z]. 


2.55. Avem 8(1 — 2 sin?æ cos? æ) — 6 = cos 2z + V3 sin 2æ 


| nov and 8. | 
sau cos 4a = > cos 22 + rs sin 2v de unde .cos 4e = 


— COS (22 — 2 sau sin (ae — sin (2 ES J = 0. Deci 
i 8) | 6 6 " 
sin Es — s-o cu soluţiile S, = {æ |e SR, & = =-+ 
6 | 18 
kr — TY. - 
+ ri » k € Z}. şi sin |æ + A =0 cu soluțiile $, = 
A ., T . ) 
! mi CUL e R, Da ae + km, k =z}. 
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. * . . T — 
2.56. Ecuația se scrie succesiv 2 sin EE y EV is 
2 


- — asini 440, Asin? ZEY + 
2 


&— y. æ+ | | 
+ 4 cos —Ssin à + 1 = 0 care impune condiţia 


gw t * 3 w — , MR *; 
cos? — Y > 1 adică cos? ca. — 1 de unde cos „PE Y — 
2 2 2 
= + 1 ş1 prin urmare sin sa = + 2 Ecuația dată 
este deci echivalentá cu sistemele 
a i 
AE Ner | er 
2 2 2 2 
DO cine MER T cos E Y 1 
12 9 


Primul sistem are soluţia generală æ = (Y 


+ z(k4- 21 4- 1). ya (1X T + z (k — 21 — 1) unde 


k şi l sînt numere întregi. Soluțiile celui de al doilea 
| | | 
sistem sînt n = (—1)}+ Ë -p z (k+ 20), y= 
6 


E n | .. ' l A » . 
(—1)*7 + x(k — 2l) fe. L lind namere întregi. 
2.57. Procedînd ca la exercițiul precedent ecuația devine 
| 4cos? 


— = 
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g+ Y A Big — 4 COS dut + 1 = 0 care con- 
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| 
| 
| ; 
7 
E 
E 
|: 
a 


duce la sistemele 


e m 1 cos —% =-1 
2 

a 1 1 

al, COS CY ase a 

2 2 2 2 


care conduc la soluţiile 2 = d + 2 (k +1) z, 
e | à 27 
y= + 3 + 2(1 — k) x respectiv v = z En + (2% + 


+4 2141) y = E + (21 — 2k — 1) 7 k, 1 fiind 


numere întregi. 


2.58. Deoarece sin? a < 1, cos? < l, rezultă cá sin?v < 


| fille e = 20m, o = 2kr + = = (2% + 1) m 
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< sin? g; costa < cos? æ dacă p > 2, q >2 egalitá- 


tile realizindu-se dacă și numai dacă sau sin æ = 0, sau 


sin æ = + 1, respectiv dacă si numai dacă cos v = 0 


» boa ' i i3 T , X ` TU, A 
sau cosa= + 1. Prin urmare dacă c 7 M , k, in- 


treg atunci avem sau sin? < sin? a sau coste < cos? z 

şi atunci sin? æ + cost z < sin? a + cos? = 1 ȘI afir- 

matia din enunţ se impune. Dacă p şi q sînt numere pare 

atunci ecuaţia are soluţiile 4 = — , k întreg; pentru 
l | 2 

p par si q impar ecuaţia are soluţiile v = 2kr, a = 2kn + 


T - . . . 
+ i ; dacă p este impar iar g este par ecuația are solu- 


N 


iar dacă p si q sînt impari atunci ecuaţia are soluţiile 


a = 2hr, a = 2kr SU MM 
2 
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2.59. Notînd sin v = t ecuaţia devine (m? — 1) t? — 2(m? — 
— m — l)t-L-m(m —2)— 90 adică la o ecuaţie de 
forma £? + pt +- q — 0 unde p si q sint funetii de un 
parametru m. 

Fie 1, si, rădăcinile sale reale. Se pune problema 
determinării parametrului m astfel ca cel puţin una din 
rădăcini să aparţină segmentului [—1, 1]. Deci va 
trebui să rezolvăm următoarele sisteme de inecuatii 


A = p? — 4q > 0 
e 120 
Dacă &. t e [—1, 1]:| (1) > 0 o (1) 


Dacă t pa —1, 1), (¿e (1, + 
D IS "pee (2) 


Dacă £, € (—1, A. n rr: ye | 
acá la rd C pos. cy) f1i)>0 (3) 


E ico 
În cazul ecuaţiei date A = 1 >0. Sistemul (1) este 


f(—1) = 2(2m? — 2m — 1) > 0 


wa 


)=1>0 
ud x m m —1 dipe 
8 m? — 1 . 
și admite soluţiile m e (—o» —1)U 12 +00) 4= 
m — 2 "v 
a y lb = m ŞI S = fæ | vE R, & = 
m — 1 m T | 


203 


CE Scanned with OKEN Scanner 


In AA AN 
F mo 


5 
si 
> 

ES 
* 
ü 
| 
E 


MES DAR n. ann kr; k. = Zi, ij: te! pe Je n= 
e m— 1 


(—1) are sin + km, kez P 
|a mi. 


| Sistemul (8) se serie 
(m — 2) (m +1) <0 
m?—m—1 | 
m?-—1: 
si are soluţiile m e e 1; Al FE) x Ea) U [- 
1— 


< 0 
2 


În aceste condiţii pentru m «[- l, = ^ | ) 


: WT . m 
S = {x |æ € R,z = (—1) arc sin i 


+ kr, les Z} 


jar pentru.m € d RE 5 ,S = (n|n € R, 2 —(— 


—1) are sin — — + kmr, k € Z}. 
+ y IE: "P | T 


/ În rest etuatia nu are i rădăcinii reale. 


i . i. T 
+ P xl 


2,60. Ecupfia se: serie 2(1— m) cos? 2g — 2(5 — 2m) cos 22 + 
6m + 12 — 0 cu soluțiile cos 2p = m2 » i eos 22 = 
Y-— mo 
= — 8. | i : KEAS 


Dacă vU S = (ela SR, 2=+ 


[ 


+ = arccos 
D- 


fie k =Z} dacă m mel + co]. 
ecuatia nu are solutii. | bo: tă EN f e 
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2.61. Ecuația se mai scrie 2 sin? 2x4 — m sin 22 + m — 2 = 0 
si are soluţiile sin 2a, = 1, deci 5, = lo |æ e R, @= 
„TE kr | 3M mita ua 
= (—1) i + , k € Zloricare ar fi m si sin 22, = 


m — 2 m — 2 


— 


| «1 deci ecu- 
| 


Pentru m € [0; a). 


atia are si soluțiile S, = | ala e R, v = 


A AR 2 Îe 
(—1) > arc sin ^ + ke Zl 

| — o, D ans 
Pentru m = 2 + V3, sin 27, = la deci S, = jo Jæ e 


6.2. 


=R, IES E T i % =z). ea i 
2.62. Ecuația se scrie sin z (4 cos? z + 2 cos a — m — 1) =0. 
- Avem sin 4 = 0, deci pentru orice m ecuația. are solu- 
tiile $, = {æ | a e R, a = km, k e Z}. Fie ecuația 4t? + 
+2t — m—1 = 0 unde f = cos n, A = 4m + 5, f(—1)— 


= 1 — m, f(1) = 5 — m, —1< hb PA E 
| | 2 - 4 
Sistemul (1) (ex. 2.59.) devine 4m + 5 > 0, 1 — mz 0, 


5—m20 | | 
si are solutia m € [7 i ; 1] Pentru aceste valori ale 
lui m ecuaţia, dată are gi soluţiile ` 

Sy = (aja e R, a = + arc cos teen + 2kr» 


pez |. > 
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| | B TT . tz a 
2.63. Avem cos à + sin 4 = Va sin | e jj Deci ecuatia 
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Deoarece t, +t « 0 sistemul (3) (ex. 2.59.) se scrie 
4m--520,1—m «0,5—m 20 cu soluţia m e 
e(l, 5]. Pentru aceste valori ale lui m ecuaţia dată pe 


lîngă soluţiile S, are si soluţiile S,= | ss eH, uu 


| + are eos IET) + 2kr, k e z) à . 


datá devine sin (^ + A _m]2 . 
- M 4 


/ 


Dacă m e [— /2, 2] ecuaţia are soluţiile S ze z| g e 
OR / E 


m l2 


2 


eR, 2 = (—1)* arc sin — : + km, k e z e 


Dacá m € (—oo, — /2) u (V2, + co) ecuatia nu are 
solutii. | 


2.64. m e [—1, 1]. Fie m — sin ọ, o e [0, 27]. Ecuația 


se serie sin (1 + 9) =2sin*p — 1 sau sin (e + q) + 
(: q 
sin] — 20 | = 0. 


Transformînd în produs avem 


, {U0 n æv — 8p m | | | 
2sin| 2 ES EET cu solutiile : 


4 2 4. 


. Ta 
S = (ajo € R,a = are sin m= F 28m lu aja e 


. Y T 1 
& R, a = 3aresinm + 7 + kr, k «zl. 
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2.65. Scriem ecuatia sub forma sin 52 + 77. cos 5æ = 


T8 4- 2 
m 


sm sk 0 sau sin e pre) == = cos Q. 


Dacă m e [—4 /3, 0); | sin m + q)|=1deci ecuaţia 
are i 


Sa lame Bia PRA PE e RA 
AB mim? 
o hs Zi 


Dacă m e (—oo, —4 V3) U [0, +00) ecuaţia nu are 
solutii reale. 


Pentru m = — 1 ecuaţia detine sin (se + 5) — E 
: | 9 2 
y AT "E. 
si are soluțiile $, = [aja e FR; w = (1 J JE + 
kr 


+Ë kez} S, Es. 


2.66. Rezolvăm ecuația cu ajutorul graficelor funcțiilor 


| ug I «jk 
æ) = 8 cos — si f;,(2)—10* + — 1. 
Ji) =¿ "E fa) "EPUM 


f(x) =0 dacă g = 5 (2k +1)7 


€) 


. L0) = 8, fa) > 0 (v) m : R. 


Cele 2 grafice au un singur T1 "m 
punct comun æ — 0 Fig. 2.66 Deci ecuația datà are 
numai soluția æ= 0, Soluția 2", 


Se observă cá f,(2)s38 şi fa (2) > 8 de unde rezultă 
Ju(2) = Ja(2) = 3, deci: æ = 0 
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1 > 
f 


Fig. 2.66. 


2.67. a) Expresia se serie 


2.68. Transformăm produsele în sume. A devine 


(cos æ + 1) [2(1 — A cos 22 + 24 — y 


Elx) = 

: 2(1 — 2) eos 22 + 24 — 1 

= eos 2 +1 

: Ecuatia 2 == - 0 se scrie cos a = E eu solutiile 


(m — 1)(eos æ — eos 29) = 0 Dar m % 1 deci cos — 

2km. 

— eos 22 = 0 cu soluţiile S = (2/1, e Re Q— s 
3 


k ez, 


Imaginile pe cercul trigonometric ale soluţiilor sînt 


2m , Ar 
mr si ^n „deci vir furile unui triunghi cchila teral. 
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2.69. f(x) se scrie sub forma f(a) = A cos v + B sin z, unde 


n n 1 
eos Q, sia a; sida 
Á= Y, t, B = — y: E, Condiţiile f(z,) = 
9k-1 : gk-1 
k=1 k=1 


= f(%,) = 0 se scriu în 4 cos a, + Bsin a, = 0, 

A cos 2, + Bsina, = 0. Dacă A? + B? 4 0 (adică sau 
A £0 sau B + 0) atunci tg %, = tg 2, si deci, — a, L 
= kx. k eZ. Rámine de arătat că nu putem avea 
A —0 si B=0. În adevăr cosa, 4 + sina, B — 1 + 
” COS @ COS Qy — sin à, Sin dy 


+ 


k— 
k=2 2 1 


=1+ 


| 
Me 
| 


no 4 : 1 9-1 a 
¿A dc Eih 1 = (3) ar 
k=2 2T l | k=2 ga 2 


si prin urmare A și B nu pot fi simultan nuli. 


| a sin 4, — b cos à, = sin 2% 
-2.70. Avem i. 7 0 
| a cos E, + b sin zy = cos 22, 


De unde a=c0s 2,, b=—sin n,. Deci z = cos ny—i sin 2, 
și |z| = 1. Deci punctele z sînt situate pe un cerc cu 

- centrul în originea axelor de coordonate si de rază 1 
Reciproc pentru orice z cu |z | = 1 cele două ecuaţii au 
soluţii comune. | 


2.71. Sistemul se serie - 
| eos 22 + cos 2y — 0. 
| 4 eos 22 cos 2y + 1 = 0 


LÀ . i 1 .* 
Deci cos 22 — 1 si eos 2y = — m cu soluţiile 2 = 
2 ie 
oS ps D 
= + ~ + kr, y = Mm + kr, k eZ; sau cos 22 = 
6 > | 
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= — Lu; şi cos 2y = : cu soluțiile 2 = E — |] kx, y = 
2 2 


ja = 


2.72. Avem tg (u + y) = tg = . Notind tg x =u, 


Va 4- 1 
to y = v, sistemul se serie 
ur» _ V31 
1 — wo) X Va + 1 
u—=vw=1-+ /s 
si are soluțiile u = . Js. de ca da 1; ur = 4/3 — 5» 
o, — 8 J/8 — 4. | m 


Deci solutiile sistemului. dat sînt 


S= {ryle = R, y © R, o= + tm E e 


k e Z} u iul ve R,y e R, z = arc ctg C 4 V3 — 


— 3) + kr, y = arc tg (8 /8 — 4) + kr, k = Z}. 


2.73. Scriind arcsin æ = — arc cos y rezultă a = [—1, 0] 


si y e [0, 1]. Din cos [3r (2 + y)] = 1 rezultă ply 


2k . Ls 
ás (k = 0, + 1) deci sistemul devine 
ya 
`: 2k 
æ + y= 
l J 3 
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y 
A 
x EP 
m 
rd 
x^ y AN 
SS NP |R 
Fig. 2.80 
cu soluțiile : v, = — e Y T "RET 2 — Via 
| us dar iio 6 | 
24 Via, —2— Via  —2+/1 
Va = 9 Bg ————— Ya = 
6 6 6. 


Interpretarea, geometrică : soluţiile ecuaţiei se găsesc 
la intersecţia sfertului de cer à? + y? — 1 = 0, & € |—l» 


0], y = [0,1] cu dreptele æ + y = 1 k=0, +1. 
(fig, 2,80) 
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2.74. Prim a ecuaţie a sistemului se mai serie 


LE eres a | | 
sin Y cos [EL Nu 
cos lar "y = al = rezultă æ + y =-— ; m. kez. 
2 4 
Ecuati ia a doua din sistem se scrie sin! = Y y d 
Ap AS 4 
„COS mty = —. 
2. 2 


Deci rezolvarea sistemului se reduce la rezolvarea urmá- 
toarelor sisteme TP T 


i 


1 g — y= kr 
EA E 
“K dus y = arc cos |(— 1) K + 2x 
n.r | ȘI X 
| Vo o 
æ — y = AD are sin (—1)**!- Tin + kr, 
k eZ. 


2,75. Ecuația a doua din pistem se scrie 
2 cos (2 Ti ) COS d NOS — zn T 4 cos? (2 — y)]. 


sau tinind seama cá 2 — y = m; obtinein 
l + 4 cos? m 


coste + 1) = 
4 cos m i d TE 
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1-4-4 e 2 4 $ 9 
unde —1 < 1 + 4 cos" m < I sau (2 cos m + 1) 


4 cos m — 4 cos m 


> 0, 


(2 cos m — 1) 
4 cos m 
ET: 7 
2cosm+1=0 eu m = e P + 2kn, k eZ. 


:« 0 de unde rezultă 


| - | 
2cosm — 1-0 cu m = si + 2k, kj € Z. 


Pentru aceste valori ale. lui m sistemul se reduce la 
sistemul algebric 


e=y=m 
æ + y+ are cos "m cog ati jel 2, l e Z. 
4 cos m ] | 


2. 76. Din. ecuaţia, a 2-a avém cos? y = (1 2 cos 2), iar 
din prima ridicată la pătrat cos? y = 1 — m? sin? a. 
Deci (1 — 2 cos æ)? = 1 — me sin? sau ecuaţia (m? gs 
cos? a + 4 cos 2 — m*=0. 

Pentru orice, valori ale parametri dlui m sistemul are 

soluţiile z, = 2f. Yı = (2k + 1) 7, k €Z. 

Pentru m € [0, idi sistemul mai admite si soluţiile 
| ^ 4—8m* 

+ kr, Ya = in are cos —— —. + 

4 — m 


- 


£, = + are d i 


Lis 
AN 


Rm keZ. 
Pentru m e sp M 0) „sistemul admite şi 


E: 7 4— 8m 
are cos ———— 
Ya = 4 — m? 


solutiile 


+ 2er» k e zZ, 


2.11, Avem tg m +.tg y = li 
PrE RU „im, care conduce la ecuatia 
tg æ tg y = — 
n 


1 
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nz? — mnz + m = 0 (1). 


Dacă ( m >0, n >0 si mn > 4 ecuaţia (1) are rădă- 
cini reale 


sau 
m <0 şimn > 4. 


mn + Vmn(mn — 4) 
27 


+ kr 


six = arc tg 


mn — Vmn (mn — 4) 


y = arc tg + km, k ez. 
| 2n 

sau | 
o tt de mn — Vimn (mn — 4 


+ kr , 
2n 
mn + Vmn(mn — 4) 


= are t 
J 5 2n 


| < 
Analog pentru , E 
m<0; n >0 și mn x 


Dacă m = 0 rezultă æ = y = kx 


FE. Dacă n — 0, m —0 și æ + y = km. 


2.78. a) tg* w + cteta = (tg? æ + ctg? a)? — 2 = a? — 2. 
Deci a? — 2 = b si p(a,b) = a? — b — 2. 
b) Pentru a — m si b — sin y obtinem ecuatia sin y — 
— m? — 2, Această ecuaţie are soluţii reale dacă —1 < 
< m? —2 < 1, adică m e [—|/3, —1] u [1 V3]. 


cos æ (1 — 2 cos æ) 


2.79. Inecuatia se serie > 0. Pentru stu- 


cos 27% 
| 
dierea semnelor facem tabloul 
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| T T 9n 5r OT 5m Tr 
a 0 pes x - rá T pe — ys: m 27 
4 3 2 4 2 3 4 
cos a | 4- Jj 0 == == — 0 + + A 
cos 22 + 0 — — 0 + +0 — — — 0 $ + 
1—2 cos a ——0 + + + + 0 
|^ mE em + |- 


Deci. inecuatia este verificată pentru 


2 e k + 2kr, E + ar] U E + 2kn, a +2 kz) 
4 "8 2 4 
U E + 2hr, B + * T FER or, * ra Me) 


2.80. Vom da.o soluţie pe ARM orafică, inecuatiei. Fie f(x) = 


l 3T 
= tg-, op (2k 4-1) x si g(a) = ——10% 
87:8 ( ) reacia 


kr, k eZ. 


Reprezentind grafic cele două functii (vezi fig. 2.80.) 
rezultă f(a) < A | pentru v e (277, = T ai) U 


u ( (2k + 1) a RUE i e Z. 


2.81. Inecuatia are sens pentru æ z x + 2k. Seriem ine- 
i j N 


4 " 2 5 
cuatia sub forma A A e > 0 dar 
y2 2 [1 7 sinin — A] 
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Deci inecuatia se reduce la cos22 >0 cu soluţiile 
T | an 5r Tr 
nel2kr, — + 2kx U ai + ler, — + d U ER + 
4 | 4 4 a 
+ 2l, Adler | P k e VA 


2.82. Inecuatia se scrie (1 — are cos 2) (2 — are cos æ) > 0 si 
are sens pentru æ e [—1,1] deci soluţia este ze (—1, 1). 


2.83. Fie f(1) = sin a, æ € (0, x) si aplicind inegalitatea lui 
Jensen pentru functii convexe avem 


nas c E E A Tage - n 
48 


E 3 Deci sin.4 + sin B + sin C E . Avem eglitatea nu- 
: mal dacá A= B= =Ç 


sin 24 sin (B — o 


2.84. Avem succesiv y 
i cos B cosC 
1 "tvi 
AER Es Ph sin 24 - cos A sin EIE C) = 
cos Á cos B cos C | 
2 

mad id. à cost A sin A sin (B - — €) = 
E cos A cos B cos C 
Eo 9 
EC —————— -$ cos? A [sin B cos? C — 
i cos A cos B cos C 
$ —sin? C cos? B] = i 
i 2.85. Avem sin 4 + sin B = 2 EPT das ie B Deal sin -+ 


2 


TAAR E E 


n B sid a a cos S [cos EZ + eos] = 
2 2, 


C[ AB pi 4 
= 2 cos - cos -- T cos Și — re] de unde re- 
zultă egalitatea cerută. | 
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2.86. Analog cu 2.85. 


, ds 
2.87. Stim cá tg E A o : Înlocuind în membrul întâi al 
sin « 


egalitátii acesta se serie 
sin 4 + sin B + sin C — [sin (4 + C) + sin (4 + B+ 
sin A 

+ sin (B ije O) + cos 4: sin sin (B- + ur dn: cos B cos CsinA _ 
sin B sin C AA 

cos sA sin (B + C) + cos B cos Csind _ 

fa sin A sin B sin C 
_ cos A cos A + cos B 3 cos C 


sin B sin C 
+C) obţinem egalitatea cerută. 


unde înlocuind A = x — (B + 


2.88. Avem sin2B + sin 2C — sin 24 = 4 sin A cos B cos C 
și sin? B + sin? C — sin? A = sin? B + (sin C — sin 4) 
(sin C + sin A) = 2 sin B sin C cos 4. Deci trebuie de- 
monstratá egalitatea 


y cig B oig Cr, 


Avem ctg 4 - dig B Te eio [Pm le alai 5 _ 
sin AsinB . 
cos 4 cos B 3 + cosC_ cos (4 — B) — cos (4 d TB). -1 
sin Asin B . | 2 sin A sin B 
2.89. Avem sin? A sin (B — C) = T iind sin (B=C)(1— 
2 


— cos 524) == (1 — cos 24) (cos 2C — cos 2B). Seriind 


si celelalte douá relații analoage si însumînd obținem 
egalitatea dată 
E 
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E = 
E 
: 
= 


„egalitatea, este imediată. 


2.90. Scriem egalitatea 


9 cos Ap 0955. S05 | 1 ++ eos 4 cos B cos C. 
R| a b c 
a?sin B sin C. R a 


Avem S =-- ————— s = — 
2 sm | 2 sin A 


— 


lar 2 SE qc BRE LR [ctg A + ctg B + 
R| a b C 2R? 

-4- ctg C] = sin A sin B sin C [ctg A + ctg B + etg C]— 

—1 —ocos? C+ sin Asin B cos C = 1 + cos C [sin A sin B-— 


—sin C] = 1 + cos C [cos (4 = B) + cos C] = 1 + 
cos A cos B cos C. 


| E 2 2 p2 
2.91. Înlocuind cos A = Be = AIR a 
2bc oR 


2.92. Scriem membru al doilea al egalitátii sub forma 


bos B. e. 008 C 


— 9R (b cos B + c cos C) = 
sin B sin C. T 


b EM 


| 


w 


= b cos B + c cos C]. 


sin 


2.93. Avem succesiv 1 — 8 cos A cos B cos C = 1 — 4 cos C 
[eos (4 + B) + cos (4 — B) ] = 4 cos? C — 4 cos (4 — 
— B)oos C + 1. 


. Sá considerăm trinomul 4y? — 4cos(4 — B)y +1; 


, deoarece discriminantul acestui trinom A = cos? (4 — B) 
— 1 este mai mic sau egal cu zero : cos? (4 — B)— 1 < O 
rezultă că 4y? — 4 cos (A — B) y --120 pentru 
orice y real, egalitatea avind loc atunci si numai atunci 
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^ 1 
cînd cos? (A — B) = 1 pentru y = Sy 
În concluzie, în orice triunghi avem 
1 — 8 cos A cos B cos C > 0 


egalitatea avînd loc dacă si numai dacă cos? (4 — B) = 0 


. 1 . y v . A v 
ȘI cos C = — „adică dacă si numai dacă A = B= C= 
2 


= 60°. 


2.94. Notind cu r, raza cercului exînscris tangent în in- 


: . A - . 
teriorul segmentului BC avem r, = ptg — . Inegali- 


2 
| , A _C 3 
tatea de demonstrat se scrie. p? e, ig = to E < 2E abc. 


Dar a=2RsinA, p = R (sin Á + sin B + sin C) = 


e.n.  *. o 


| de demonstrat devine sin A + sin B+sinC < JE 


demonstrată la ex. 2.83. 


sau transformînd în produse cos (4 + B) [cos (4 — B) + 
+cos(4 + B)]—0 - i 


Dacă cos (4 + B) — 0 rezultă A + B = 90° şi C = 90°. 
Dacă cos (4 — B) + cos(4 + B) = 2cos4cosB=0, 
rezultă sau A = 90? sau B = 90°. 


2.96. Fie diagonala BD! care face cu muchiile paralelipipedu- 
lui 4 B C D A' B' C' D' unghiurile g, y, 2. 
Notám fárá a micsora generalizarea AB — a, BC = b, 
CC — c Avem din triunghiul dreptunghice CB AD 
P a 
fig. 2.96) eos a = == ' 
(fig ) Ya? + b? -+ e? 
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jeuue»s NIMO uum peuueos. 4) 


, 


€ 


a? + p? + e? 


s 


— cos Z 


CETE 
(2, y, z sînt unghiuri ascuțite). Relaţia a) se serie : 


P l 


4 " 


^. Fig. 2.96 


008» 
M o: 
3 
21) 
S 
UE 
s 


cos? æ + cos? y + cos?z — l.- 


Prin înlocuire egalitatea este: imediată. ` 


1 
Uy 


“v 


Tinînd seama de punctul a)inegalitatea e demonstrată 


ASE” 
2 


A 
cos. cos 


SMa 


Gus 
—SIn 
2 


2 


ATO 
2 


B 
2 


Avem sin $ 


2.97. a) 


n — 
2 


— gl 


B 


si sin — 
| 2 


220 


, : * E p E ub 
Din aceste două relaţii deducem 2 sin sin = = 
| | 2 2 


Á 
— cos _ Cos — 
2 9 


— 


Reciproca e imediată. 


b) Scriem relaţia din enunț în funcţie de laturile triun- 


ohiului (p—a) (pc) - - (pt p—b) (p b) (pc) / (p—a) (p—b) 
> ac — bc | ab — 
— a q b =1 
b | 
de unde rezultă a + c — 35 —0 
c) Avem eos B = 1 — 2 sin? T ut E si cos 2B — 
—2 eos? B EUR 1= Vs—1 
i 4 
“Deci cos 2 B = sin Z sau co cos 2B = cos os (2 — HIS unde 
B = 36". 
d) Din sin s — fa le il rezultă 2 sin E — Eye — 
2 2. 2 2 2 
— Cos ATC, 
2 | | 
| 2 ES ORB o 
Dar sin P — COS ATE , deci cos Ane = 8sm ~- = 
8,-.-— | | x | 
= "nu —1 ., (1) 


Din 44- B--C — 180 si (1) avem A+C =n — B; 


| PRA 
A — C = +4 2arc cos 7 (J/5 — 1)+ 4 kr, k €Z, 
de unde unghiurile 4 si C 


221 


CE Scanned with OKEN Scanner 


a b C b --c 
2.98. A em = z= ———— Z ——— Di 
M sin A sinB si C sinB+sinC e 
B+C B-C 


primul si ultimul raport rezultă sin A = sin cos 


9 


d 


WE. ES 
sau eos Junt A 


; | um T 
Dacá m Un < 1 adicá 4 «(o =] , B—C = 


= + are cos“; avem B+C=r—4 deci din ulti- 


mele două relații putem determina unghiurile B si C. 
Laturile se determină apoi din teorema sinus. 


2.99. Avem Sage = a h= - ab sin C de unde k =b sin C. 


Din teorema sinus tinind seama de expresia lui h găsim 


h. . . 
—sin 4 — sin D sin C, 


a 

de unde rezultá. 

cos (B0=3%4n 4 — cos A, (1) 
a 


Deoarece B + C =r —A se obțin unghiurile B si C 
iar din teorema sinus laturile triuhghiului ! 
Din (1) rezultà 


à 
2sin A 


De aici deducem h < „ete a care reprezintă condiția 


h = 


[ cos (B — C) + cos 4] 


de posibilitate a problemei. 


2.100. 1. Fie v + iy astfel încît (v + iy)? = 3 + 4i, 2, y 
fiind numere reale. Se obţine sistemul 2? — y? = 3, 
vy = 2 care are soluţiile reale 2, = 2,9, = 1; 24, = —2, 
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Ya = —1. Deci rădăcinile pătrate ale numărului 8 + 
44 sint 2 + şi —2 — i. 
2. Procedeu similar : din (æ + ity)? = 5 — 12i se obţine 


æ? — y? = 5, ay — —0 sistem ale cărui soluţii reale 
sint 2, = 3, y, = —2; v, = — 8, y, = 2. Prin urmare 
rádácinile pátrate ale numărului 5 — 124 sînt 3 — 24 si 
|—8 + 2i. | 


2.101. a) Observám cá gt — 22? + 42? — 22 4 8 = (22 + 1) 

(22 — 22 + 8) si prin urmare rádácinile ecuatiei date se 

obțin din 22 Ma 1=0, 22 — 2z + 3 = 0. Se obţine : 

& = l, 29 = — 4, 23=1 2, $4 = 1 —1/2. 

b) Avem zB— (2 + 2) z? 4- 2(2 4-4) 2 — 4i = 2? — 222 

+ 4z — Ue? — 22 + 4) = (z — 1) (8 — 22 + 4). Dedu- 

cem cá rádácinile ecuatiel date sînt 2, =% 2, = 1 + 

£8, z= 1 — 43. 

c) 23 + Biz? — 82 — i + 1 — (2 + i1)3 + 1. Rădăcinile 

n + 2kr  /— 


ecuației sînt date de 2, -+i = yz = Cos —„—— + 
d 2} 
Fis » k=1,2,8, de unde z, = Cos. —- 
S4sinm—¿=—1 — i, 29 00577 + isin E — i = 
1: [Ve Tr e.) Ql 
= =—9 |. + 1|, z, = cos — ¿sin —- — t =- + 
2 E | i "Hu 8 . 2 
d. | | : 


2.105. Sá punem z, -—cos«,--isin«, Atunci 2; + 2% = 


= (eos «, + eos Ce) ds (sin x, + sin a) = 


Q.—& dr +0 ar + e) 

-== [vă f . . k e . aa . E 

2 cos - —"*| eos 2% + sin ———— | si prin urma 
2 | 9. - 

XA” X» S Xo — Ug . 


me E 
cos (a, + &a t co + S ES 


0p—1 Al o ostit% 
11008 ——— 
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€ -~ apă | Om -H a y On T 04 j 
[eos —— i sin — 
+4 sin — | 5 + 
+ sin (as + 07 + UE 
= 2 cos egg 28 «08 A — (OS Pt, 
9 


3.1. 1. Fie P si Q mijloacele segmentelor BC si AD. Din 
simetrie rezultá cá cercul inscris trapezului este tangent 


dreptelor BC şi AD în punctele P si Q, respectiv. Rezul- 


tă imediat cá PQ = 2l/ab si deci raza cercului este 


este ab. | 

2. Aria trapezului este (a + 5) / ab iar perimetrul 4 (a+b) 
8. Triunghiurile PBE si QDE sint asemenea ; rezultá 
PE a BM PE _ CN 

iS] prin urmare — = -~ de unde 


EQ b MA EQ ND 


deducem că punctele M, E, N sînt coliniare. 


4, Triunghiurile AME şi ABC sînt asemenea, atunci 


ME-4M po boa 2% 
AB 


a+b PT 


3.2. 1. Deoarece aria ABD — — aria ABC rezultă cá aria 
AOD = aria BOC, O fiind intersectia diagonalelor. 
Atunci aria ACD.+ aria ADB = aria ACD + aria 


AOB + aria AOD = aria 4CD + aria AOB + aria BOC 
= aria ABCD, 


2, aria AND = aria AMN + aria DMN = — aria BMN + 
+ aria MNC = aria BMC 


3) aria MND=} MD NN. — aria MNC-— | ;NC. 
a 
* MM,, de unde proporţia din enunţ. 
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3.3. 


Arătăm cá triunghiurile BCE. si CFB sint asemenea 


“Evident unghiurile EBC si BCF sint egale. Apoi más 


3.4. 


x CFB = s (mis TD ous CD) L (mis FO BC — 


buf: más CD) -i más BD = más + BCE. Din „pro- 


oirjionalitatei laturilor celor două triunghiuri se sobr 
egalitatea cerutá. " | 


Deoarece AC = 2 AM, C descrie un cere cu centrul A’ 
şi'rază AA”, A' fiind diametrul opus lui A în cercul dat. 
Teorema lui Menelau aplicată triunghiului ACO tăiat 
de transversala BMP, P fiind intersecţia  dreptelor 
BM şiOC, ne dă0P=2/30C si prin urmare P descrie 
un cere, omoteticul celui descris de C în omotetia de 
centru 0. si raport 2/8. 


. Se constată cu ușurință cá măsura unghiului BMC este 


1/2 din măsura unghiului BAC. Rezultă că punctul M 
descrie două arce de cere care trec prin B si prin C. 


a) Fie F punctul 1 in care cercul circumscris triunghiului 
DAE retaie. dreapta DC. A arăta cà cercul circumscris 
triunghiului ECB trece prin F revine la a arată că patru- 


laterul BCEF este inscriptibil. Aceasta rezultă din 


egalitátile; + EAD — + EFC si x EAD + x EBC — 
2 dr, 


b) Avem + 401 = + AEI — x BEC—«x BJC si x AID— 
= x CFJ = x JBC si prin urmare triunghiurile ADI şi 


CJB sînt asemenea. Din această asemănare rezultă : 


15 — Culegere de probleme 


AD|CJ = AI|BC. 

Deoarece un trapez inscriptibil este cu necesitate trapez 
isoscel rezultă AD = EF = BC si relatia anterioară 
devine EF? = AI - CJ = : AD? = constant. 


c) Din patrulaterul ` inscriptibil IDFE deducem că 
tA IE = + DFE = x DAB = constant. Analog” * 
. BJF = 3 BCD = constant. TE 
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9.7. 


Rezultă cá I descrie un cerc care trece prin C si D si 
este capabil de unghiul de másurá egalá cu másura 
unghiului DA B, iar J un arc de cere care trece prin AsiB 
și capabil de un unghi de aceeași măsură. 


Fie, la început, un triunghi ABC, M un punct pe latura 
BC, MN| AB, MP || AC (N pe AC, P pe AB) s, aria 
triunghiului M BP, s; aria triunghiului MNCsi s aria 
triunghiului ABC. Deoarece triunghiurile MBP si 
MCN . sînt asemenea cu triunghiul 4BC 

2 2 
= Gar xc] de unde 
BC BC 
Vs —l/s, + Vs, Sá revenim la problema datá si fie 
s' aria triunghiului format de laturile triunghiului 
ABC cu paralela la BC prin M, etc. Atunci Ys = 


= lys, + Vsp Vs" = Ys, + Ys;. Vs” = Vsi + Vs de 
unde s + s” + s” = 2s, + 2s, + 253 + 2(Vs,s, + 


. ` $ 
rezultă = = Si 
ES $ 


+ Vsasa + sasa). 


3.8. 


Observăm că s +s” +s” =s + sı + S + s, unde s 
este aria triunghiului ABC obținem s =s, + s, + Sa + 


+ 2/5; + Vasa + Voss) 


a) Unghiurile NPB si NCB sînt egale. avînd aceeaşi mă- 


te pile NU | 
sură : : más BN 'in cercul BNPC; cum unghiurile 


NMA si ACB sînt egale, rezultă că unghiurile NPA si 
NMA sint egale. De aici deducem că triunghiurile ANP si 
ANM sint egale. Deoarece patrulaterul BMQC este 
inscriptibil rezultă că unghiurile 4QM si ABC siat 
egale, prin urmare unghiurile 4QM si ANM sînt egale. 
Rezultă cá triunghiurile 4QM şi ANM sînt egale. Din 


cele arătate, avem AP = PM, AN = AQ deci patru- 
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laterul MNPQ este paralelogram ; avînd diagonalele 
perpendiculare rezultă, că MN PQ este romb. 

) Ti dn romburi sint asemenea dacá si numai dacá au 
unghiurile egale. Deoarece unghiul NMQ rămîne constant, 
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3.9. 


egal cu dublul unghiului 4CB al triunghiului, rezultá cá 
toate romburile MN PQ sînt asemenea. 

c) Condiţia necesară şi suficientă că. MNPQ să fie pă- 
trat este ca triunghiul ABC să fie (dreptunghic) isoscel. 


a) Să observăm că punctele C, G, F sînt coliniare. In 
triunghiul 4CF, CB, AG şi O,F sint mediane, și prin 
urmare, O,F trece prin S = AG n BC. În-acelaşi triunghi, 
BG este linie mijlocie. Deoarece patrulaterul BCGE este 
paralelogram rezultă că punctul M se află la mijlocul 
segmentului BG; cu observaţia de mai sus rezultă că 
O,F trece prin M. | 

b) Triunghiurile ABE, ABG, CBE sint egale. Rezultá cá 
unghiurile BAG si BAE sînt egale si că unghiurile 
BEC şi BGA sînt egale. Cu aceasta, patrulaterul ABRC 
este inscriptibil, patrulaterul EBRG este inscriptibil, 
de unde rezultă că mediatoarea segmentului BR este 
0,0,. Mai mult, unghiurile ARB si ERB sînt egale 
cu 45° ceea, ce demonstrează că BR este bisectoare in 
triunghiul CRG. 

c) Deoarece unghiurile BET si TBE sint egale 
rezultá c& NE este tangentá cercului circumscris triun- 
ghiului BET. Evident BE este bisectoare a unghiului 
AEC. | 


d) Ín triunghiul O,EF, EM si BF sint mediane, deci 
BT = > TF. Cum SB = > SC rezultă că ST este 


paralelă cu CF si deci perpendiculară pe BMG. 


3.10. Fie M un punct în planul patrulaterului ABCD, P siQ 


mijloacele segmentelor AC şi BD. Atunci, folosind 
formula de calcul a medianei unui triunghi rezultă că 


MP? = ¿A? + MC?) — : AC» MQ = > (ME + 
+MD*) — : BD*. Condiţia MA? + MC? —MEB* + 
+ MD? se transformă în condiţia echivalentă MP? — 


— Mq: = (ac: — BD?). 
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„+ În ipoteza P.  Q rezultă că M descrie o perpendiculară 
pe dreapta PQ si care trece prin punctul F situat pe 


FE 1 
segmentul PQ astfel încît PE? — EQ" = A (AC? — 
— BD?). Dacă P coincide cu Q atunci patrulaterul ABCD 
este paralelogram si dacă există puncte cu proprietatea 
din enunţ atunci rezultă AC = BD ceea ce arată că 


ABCD trebuie să fie dreptunghi. În acest caz M descrie 
. cercul: circumscris dreptunghiului. | 


3.11. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Avem 
A y Ie m WO ani N TT ` 
3 GAC — x GC'A' = más e y £ GCA = + GA'C' = 


más = deci A AGC ~ AA'GC'. Fig. 8.11. De 'aic 


| i itoe L 
ka pou sau tinind seama că 4G = CM 
Vies GC O^ AC ihr. 038 

2m, d di Puyi 
3GC' b | pod (1). 


Fig. 3 .11. 
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Notínd cu C, mijlocul laturii AB avem GC" = GC, + CC 
- (2) iar din relaţia care dá puterea punctului C, față de 
cercul circumscris A ABC: C4,C' - C4C = C,AC,B de 


LA, vy. 2 eu s f 
„unde C,C'— „a înlocuind cu (2) obţinem Ge Ts ES 


e^ | 2(a2 -+ b2)—c2 n am E POHE 
.. Cuaceasta (1)se serie — = ————— —— 
CAN is A r A 
E AM m C 4. Am mM : 
Analog-— = iid: „= FIN. 2 , „deci 
UC a4 bpe ia. a bt.” 
am y b me cm, (ma + mo H me) 
a' m, bm, cm, a? + b? 4- c? 


. Tinind séama de valorile medianelor m Mp>. 11, in 
. funcţie de laturi rezultă relaţia din enunț. . , e 
3.12. 1. Sá considerám cà M. se aflá intre 4 si B. Unghiurile 
o CAB și ANM au aceeași măsură (1/2 din măsura arcului 
AM), 'unghiurile CBA si BMN au aceeași măsură 
(1/2 din măsura atcului BM). Rezultă cá suma unghiuri- 
lor ACB si ANB este 2 unghiuri drepte si patrulaterul 
.. ACNB este inscriptibil. Se vede că această „afirmaţie 
.. se menține si dacă, M nu se află între A si B. Prin urmare 
„locul geometric al punctului N este. cercul circumscris 
triunghiului ABC. . .. o. ER 
2. Fie D punctul in care dreapta MN retaie cercul 
circumscris triunghiului ABC. Deoarece unghiul x BDN 
— x CBA rezultă că arcele AC si BD sînt egale; în 
^ fapt D este simetricul punctului C față de mediatoarea 
segmentului AB si deci este un punct fix. 


3.13. 1. Aplicînd teorema lui Menelau triunghiului BCB' 
DB'CD' BM  . 
= l unde M 


DC D'BMB' 
este intersecţia dreptelor BB” si DD', aplicind aceeasi 
teoremă triunghiului BQB' tăiat de dreapta 44' 


tăiat de dreapta DD' obţinem 
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: AQ BN A'D' funda; . 
btinem —* 22 2 = 1, N fiind intersecția dreptelor 
obținem B AQ P 
BM BN 


AA' si BB'. Din cele două relaţii se obţine um we 


si deci punctele M si N coincid. 
2) Fie R punctul de intersecţie a dreptelor B'D' si 
BD, iar S punctul de intersecţie a dreptelor PQ și BD. 


Cu teorema lui An obţinem relaţiile “z pi T = 
= gos Drs 1 deunde Ies iA eu si deci 
" SD PA QB RD SD 


punctele R si S coincid. 


3.14. 1. Evident dreapta B'C' este fixă si 2 AD = B'C'; 
$ ^ rezultă cá distanţele punctului P la dreptele AD si 
~ B'C' se află în raportul 1/2 si prin urmare P descrie o 
| b dreaptá paralelá cu AD. 

2. Fie R punctul în care MP taie latura BC. Se constată 
cu ușurință că CR — AM si prin urmare MP trece prin 
centrul paralelogramului ABCD. | 


3.15. 1. Centrul cereului înscris in triunghiul A'BC este 
mijlocul areului BC. Prin urmare 44, este bisectoarea 
- interioară a unghiului BAC al triunghiului. Rezultă 

r ` l că Ad» BB,, CC, sînt concurente. 
| 2. Deoarece AC' = BC', BA' = CA', CB'— AB' re- 
zultá că AP, BC „CA 
a AC BA' CB | 
Ceva dreptele 44', BB', CC", sînt concurente. 


— 1 şi conform teoremei lui 


3.16. 1. Deoarece MB . P.C P.A 


] MC P,A P.B 
se află pe mediana AM ; cînd P deserie dreapta AD, 
„punctul Q descrie mediana AM. 


= 1, rezultă că punctul Q 
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.. 9, Fie E punctul de intersecţie a dreptelor BC si PQ. 
. Teorema lui Menelau aplicată triunghiului AMC tăiat de 
BA P,C QA 


transversala BQP, ne dă -— -— -—- = 1, adică 
QP, n BC P,A QM adicá 
1 P,C QA ; " SS 
a a UNE L0 à t D l t s L . 
2 P,4 QM 1. Aceeasi teoremá aplicatá triunghiului 
ADM táiat de transversala EQP ne dá PM , PD QA - 
ED PA QM 
C 
b. 


, `~ PD a " is. dis 
= 1 şi deoarece — = - — din cele două relaţii obţinem 


PA  P,A 
EM l n. . ; . " 
RSS - ue E adicá E este simetricul punctului D fatá de M. 


3. Fie F intersecţia dreptelor AR şi BC. Atunci 
| Sy ¿PM? 1, SPR 

OA sri = si dec — — —; în consecinţă F 

FD PA QM j FD 2 | 

este un punct fix — conjugatul armonic al punctului E 

în raport cu punctele M şi D.R descrie dreapta AF. 


3.17. Fie O un punct astfel încît ariile patrulaterelor OBCD 
si OBAD să fie egale și fie C’ simetricul punctului C faţă 
de O. Atunci, evident triunghiurile COD si C'OD au arii 
egale şi triunghiurile COB şi C'OB au arii egale. Condiţia 
impusă de problemă arată că triunghiurile BAD şi 
BC'D trebuie să aibă arii egale. Rezultă de-aici cá C" 

, deserie paralela prin A la BD. Cu aceasta rezultă că O 
descrie paralela la BD prin mijlocul diagonalei AC. 


3.18. 1. Se demonstrează cu uşurinţă că unghiul D'MB este 
drept. de aici rezultă că patrulaterele ABMD şi AB'MD' 
sînt inscriptibile. Cu aceasta, rezultă cá unghiurile BMC 

-~ si C'MD' sînt egale fiecare cu 45°, şi deci CC“ trece prin M. 
2. Din cele demonstrate la punctul 1 rezultá cá atunci 
cînd pătratul AB'C'D' este variabil în plan punctul M 
deserie cerul circumscris patratului ABCD. 


3.19. 1. Se observă o EE = AN Fie Q punctul în care 
PA NB 


B'N taie dreapta BC. 
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“Conform! teoremei lui Menelau ` rezultă că avem 


X QB CB'AN =], dică Sg x = 1 care se poate 
| 'A ND... mE 
d Mee . QB CP AC 
serie, conform egalitátii de mai ub dc iy CB = 1, 


„care conform reciprocei teoremei lui Menelau arată că | 


dreapta PC’ trece prin Q. Astfel dreptele NB”, PC’ se 
intersectează pe dreapta BC: cînd M descrie dreapta 
„BC, punctul Q descrie aceeași dreaptă. 
2. NP ca si B'C' tree prin mijlocul segmentului AM 


3.20. Sá notám BD = DC=a şi AD=h. Atunci rezultă cu 
i a | h? | 


int că E. TERA sius E AME sa 
eurn că EC yorm' AE Va 
ah — |. ah | | 
—Oyeqe rei 
, Aplicind teorema lui Menelau triunghiului ADC tăiat de 
BE rezultă că AG im te , = a unde G 
FT TERME a? + 2h? a? + 2h2. 


> 


= lia pentru triunghiul AFD tăiat de GE deducem 
AH. 4h? 


este intersecţia, dreptelor AD si BE. Folosind aceeași 


A . as Tim unde H este intersectia dreptelor AF si 
i GE (BE), Asa dar = E . Să remarcăm că sin- 


gurul punct de pe ipotenuza. unui triunghi dreptunghic 
care imparte ipotenuza într-un raport egal cu pătratul 
raportului catetelor este piciorul înălțimii din vârful 
 . drept. Cu aceasta rezultă că ín. triunghiul . dreptunghic 
AEF, EH este perpendiculară pe AF, ceea ce încheie 
demonstraţia afirmației, +... n. E 


NE a) la aa ati H şi BDA au aceeași măsură si de 
|5?^-nea unghiurile ACB si BAD, deci triunshiurile 
ABC si DBA sînt asemeneá. Din proportionalitatea 
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B 


mor AC AB BC 
laturilor : == = —— = 
BC - AD 


224 adică AC. BD = AD? BC | 
AC 


"obţinem AB = Ec - BD " 
8t AD» 


b) Dacă cercurile sînt egale atunci triunghiurile ABC 
și A BD sînt egale, deci triunghiul ACD este isoscel (AC = 
AD) şi AB fiind bisectoare este şi înălţime. Dacă cercu- 


rile sînt ortogonale atunci 4C și AD sînt diametre. în 


3 


cele două cercuri, punctele C, B,D sint coliniare si 
evident 4B este perpendiculará pe CD. Sá presupunem 


acum cá AB si CD sînt perpendiculare. Dacă punctele 


ABC si ABD este drept ; atunci AC si AD sînt diàmetre 
în cele două, cercuri si perpendiculare între ele, deci cer- 


C. B; D sint coliniare rezultă, că fiecare din unghiurile 


curile sînt ortogonale. Dacă punctele C, B, D nu sint 
coliniare, în triunghiul CBD înălţimea AB este si bisec- 
. toare, deci triunghiul CBD este isoscel odatá cu el este 


isoscel si triunghiul ACD de unde rezultá imediat cà 
cercurile sint egale. 


- 3.22. Triunghiurile MBC si ABP sînt egale deoarece MB = 
AB, BC = BP şi unghiurile MBC, ABP sînt egale. 


Deducem că AP = MC si prin urmare 0,K = 0,L = 


. KO; = LO,. Rámine de arătat că rombul O,LO,K are 


un unghi drept. Aceasta va rezulta din perpendicula- 
ritatea dreptelor MC si AP. Fie D = MC fi AP. Patru- 
laterul MADB este inscriptibil deoarece x DAB = + 
+ DMB. Atunci + MDA x MBA = 90° 


3.23. a) Tangenta în A la cele două cercuri taie pe TT" în I. 


Atunci IT = LA = IT" si deci triunghiul TAT” este 
dreptunghic în 4. Unghiurile T'T" A si T"M'A sînt egale, 
avînd aceeași măsură. Egale sînt unghiurile "TA si 
IMA. Rezultă că unghiul MPM' este drept si prin 
urmare P descrie semicercul de diametru T'I” care nu 
contine punctul A. 


.b) Patrulaterul PT'AT fiind inseriptibil, deducem că 


unghiurile APT” si ATT" sînt egale si întrucît unghiu- 
rile TT"A şi PM'A sînt egale, rezultă că x APM "s 
+ PM'A = 90°. deci PA este perpendiculară pe MM: 
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A 


i à; ; "S l 
e) Corpul născut prin rotirea triunghiului PTT" in 
jurul laturii T'T" este compus din douá conuri eu baza 
comună, avînd raza egală cu înălțimea, din P a triunghiu- 
1 


T» PT" si suma înălțimilor egală cu TT. 


TT' à * . . 
Aplicind formula de calcul a volumului unui con găsim 
formula din problemă. 


lui şi deci 


3,24. 1. Condiţia este necesară. Dacă OM şi ON sînt simetrice 


ă bisectoarea unghiului 20y, triunghiurile OMM", 
față de bi g | M oM 
| NN" ON 
asemănarea, triunghiurilor OMM" si ONN’ deducem 


MM" OM MM MM" i 
——— = — Astfel - = : 
NN ON NN" NN' 


şiONN” sint asemenea; obţinem 


Condiţia, este suficientă. Fie- deci adevărată relaţia 
Mar ar" 
NN" NN'' 
Deoarece unghiurile M'MM" si N'NN" sînt egale, 
proporţia arată că triunghiurile M'MM" si N'NN" 


^ sint asemenea. Rezultă că unghiurile x N” N'N = x 


x M'M"M. Patrulaterele ON'NN" si O M" MM" fiind 
inscriptibile, cu egalitatea amintită de unghiuri, rezultă 
că x M'OM = x N"ON şi deci OM si ON sînt simetrice 
fatá de bisectoare. d 

2. Fie AA’, BB", CC' concurente în P si fie Q intersecţia 
simetricelor fatá de bisectoarele unghiurilor 4 si B ale 
dreptelor AA! si BB', respectiv. Fie P,, P,, Po Qas Qo» 
Q, proiecţiile punctelor P, Q pe laturile triunghiului. 


 Dupá prima parte a rezultatului de la 1) trebuie sá 


PP, PP, PP P | 
avem -< =" =’ b = P. de unde rzultá PP. => 


QQ, QQ, QQ.  QQ, QQ, 


" PP Tr : " 
= 7 care, conform suficientei demonstrată la (1) 


LC 


arată cá dreptele CP și CQ sint simetrice fatá de 
- bisectoarea unghiului C, 
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3.25. Să stabilim mai întîi proprietatea : F ie ABCD un trapez 
oarecare si EF o paralelă la bazele AB si CD, (E pe 
AD, F pe BC). 
A PA CE A n 
ED n | m+n 
În adevăr dacă AC taie pe EF în G, atunci din asemă- 
narea triunghiurilor AEG şi ADC deducem EG = 
» : 
m+n 
si CBA obținem GF = — — - AB 
m+n 
Să revenim la problema dată: Fie M mijlocul laturii 
BC si M, proiecția punctului M pe BC. Conform rezul- 
2 MM, + 44, 
VER 
Deoarece MM, este linie mijlocie in trapezul BB,C,C 
rezultă 2 MM, = BB, + CC, si din cele două egalitáti 
obtinem relatia cerutá. | 


— 
— 


CD iar din asemánarea triunghiurilor CFG 


tatului stabilit mai sus rezultá GG, = 


3.26. 1. Unghiurile ABC si AB'C' au același suplement deoa- 
rece patrulaterul BC'B'C este inscriptibil (în cercul de 
diametru BC); etc. 

2. Deoarece unghiurile x 4B'C' = + A'B'C rezultă 
că BB' este bisectoare a unghiului 4'B'C'. 

3. Unghiurile PC'B si A'C'B sint egale, deci punctele 
P si A’ sint simetrice față de AB; rezultă că PC = 
— A'C' ; analog se arată cá QB’ = A'B'. 


, 


3.27. Fie P, Q punctele în care A'E, AF intersectează pe 
B'C'. Deoarece B'F este bisectoare a unghiului A'B'Q 
(vezi problema precedentá) rezultá cá F este mijlocul 
segmentului 4'Q. La fel, E este mijlocul segmentului 
4'P. Deci în triunghiul 4'PQ, EF este linie mijlocie. 
Cu aceasta, rezultă; că G este mijlocul segmentului AF. 


3.28. 1. În triunghiul ABB', unghiul AB'B este complemen- 
tul unghiului ABB' iar în triunghiul IBC, unghiul 
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E 
Ey 
E 
m 

y. 
[ 

*3 


IB'C este complementul unghiului ICB’. Deoarece 
xr ABB' = x ICB', rezultă afirmaţia. 

2. Este clar că AP.= MR. Fie N proiecția punctului 
M pe dreapta -B'I. Atunci MN = QI ; dar MN = MR 
conform punctului (1). Prin urmare AP + AQ = AQ + 
+ QI = Al. 


3. Întrucât + EAP = + MAP unghiurile x GAR = x 


x MAR, rezultă că unghiul + EAG = 180° deci punctele 


E. A, G sînt coliniare. Din construcție AE = AM = 


— AF = AG si deci punctele E, M,F,G se găsesc pe 
cercul de diametru EG; rezultă. în particular că EP 
și GF sînt perpendiculare. 

4. Fie A' punctul în care dreapta B'I intersectează 
înălțimea AD ; deoarece BB’ este bisectoare unghiului 
AB'I rezultă AD =4'D, deci A' este simetricul punctului 
A faţă de D. În ipoteza dată punctele A, A' sînt fixe 
si cum unghiul x 414' = 90? rezultă că locul geome- 
tric al punctului I este cercul de diametru 44". " 


3.29. a) Scriind puterea punctului I față de cercurile (0,) 


si (0,) avem IA :IB=IP *1Q =IP" -IQ 


' A BIPP' este isoscel Fig. 3.29. IP, = IP, deci IQ, = 
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= IQ, și Q,Q; || P¡P,. 


Fig. 3.29. 
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b) Patrulaterul P,P,Q,Q, este trapez isoscel deci P,Q, = 
P,Q,. Patrulaterele inscriptibile AP,R,Q,, AP,RQ, 
sînt trapeze isoscele deci P,Q, = Ah, PQ, = AR, deci 
AR, = Ah. 

Avem + P,AR, = x P,P,I = x PPI deci AR, || P,Q, 
x PAR, =+* PQQ,R,— x PP deci AR| PR» 
rezultă că patrulaterele 4P,Q¡R, AP¿.Q¿R, sînt” para- 
lelograme deci QB, = AP QB = AP. 

c) Fie a, = arc ALB, a, = are AL,B Centrul (0) al 
arcului circumscris A BP,P, se află la intersecția per- 
pendicularelor din O, si O, pe BP, respectiv BP,. 


: 1 
Deci x 0,00, = 180? — + P, BP, = 180” — 2 (a, E 


-H Ag). | ; 

Cînd P,P, se roteşte în jurul lui A arcele a, si « rămîn 
aceleaşi deci 0,00, = const.Locul geometric al punctu- 
lui O este arcul de cere ce trece pe O, si O, capabil de 


“unghiul 1/2 (a4 + 2). 
d) Dacă L, si L, sînt mijloacele arcelor AB a cercurilor 
| js ad 
0, $10, avem + L,SL,—x PSP, = 180° — 7 (a, +a))= 


= const. S, fiind punctul de intersectie al bisectoa- 
relor interioare ale DBP,P,. Locul geometrie este arcul 
de cerc ce trece prin L si Lẹ, cere ce trece prin B. 


3.30. 1. Relația 4C? — AM -AB arată că triunghiurile 
CAM și BAC sînt asemenea ; prin urmare + ACM = 
* CBA. Fie D punctul în care perpendiculara din M 
pe BC intersectează pe AC. Atunci + MDA = + CBA 
si deci x MDA = + MCA. Astfel AC = AD, adică 
perpendiculara din M pe BC. trece prin simetricul 
punctului C faţă de A. 
2. Punctul de intersecţie a perpendicularei din M pe BC 
la BC descuie semicercul de diametru CD care inter- 
secteazá semidreapta Ay. 


3.31. 1. Dacá perpendicularele sint concurate in O atunci 
BM? — CM? = BO? — CO*, CN, — AN? = CO? — 40%, 
AP? — BP? = AD? — BO? si prin urmare BM? — CM? 
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1 CN? — AN? + AP? — BP? = 0. Reciproe. sá pre- 
supunem egalitatea din enunt adeváratá ; fie O intersec- 
tia perpendicularelor din M și N iar Q proiecția punctului 
O pe AB. Atunci BM? — CM? + CN? — AN? + AQ* — 
— BQ? = 0, care împreună cu relația dată conduce la 
AP? — BP? = AR’ — BQ? de unde AP — BP = AQ — 
— BQ şi deci Q coincide cu P. 

2. Fie M, N, P proiectiile punctelor £’, B’, C' pe BC, 
CA. AB. Condiția BM? — CM? + CN? — AN? + BP? 
— 0 . se transcrie în 4'b* — A'024 B'C? — B'A + 
C'A? — C'B? = 0. care exprimă o- condiție necesară și 
suficientă ca perpendicularele din A» B', C' pe BC, 
CA, AB să fie concurente. Această ultimă relaţie fiind 
simetrică în tripletele (4, B, C). (A', B', C) este, 
atunci, echivalentá cu afirmatia ,perpendicularele din 
A, B, C pe B', C', C'A', A'B' sint concurente. 


3. Triunghiul ortic este format de picioarele înălțimilor 
unui triunghi ; cum, evident perpendicularele din vîrfu- 
rile triunghiului ortic pe laturile triunghiului sînt con- 
curente, după punctul 2) rezultă că perpendicularele 


din virfurile triunghiului pe laturile triunghiului ortic 
corespunzător sînt concurente. 


; C : 
4. Tinind seama cá A'B = pL ete. conditia de la 


2) se transcrie în k(b — c) (c — a) (a — b) = 0 unde k 
: este un factor nenul, de unde rezultá afirmatia. 


3.32 Se aplicá rezultatele problemei precede.nte 


3.33 Se aplicá problema precedentá observind cá A, este 
simetricul piciorului înălțimii din A faţă de mijlocul 
laturii BC. | 


3.34. Fie M — G centrul de greutate al triunghiului 4BC. 
Deoarece înălțimea din M a triunghiului BGC este > 
din înălțimea, din A a triunghiului ABC, rezultă p 
aria triunghiului BGC este = din aria triunghiului ABC. 
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De aici rezultá cá centrul de greutate al triunghiului 
posedă proprietatea din enunţ. Unicitatea punctului cu 
această proprietate se demonstrează prin reducere la 
absurd. | 


3.35. 1. Avem B'C?—H B"? + HC?—2H B'HC' cos pc 
= b? + c? + 2bc cos A si cum a? = b? + c? — 2 be cos A 

'1 1 
rezultă B'C'2 = 2(b? + c?) — a? = de (b? + c?) — ¡el 


= 4 mè unde m, semnifică lungimea medianeilui 4 a 
triunghiului ABC 


2. Aria triunghiului 4'HB' este egală cu 
1 A E MERE ERNE NE | 
^ absin AHB'—, absin C=aria triunghiului ABC. 

La fel triunghiurile 4'HC' si B'HC' au arii egale cu aria 


triunghiului ABC. Prin urmare triunghiul A'B'C' are 
aria de trei ori mai mare decit aria triunghiului ABC. 


3. Conform problemei precedente H este centrul de 

greutate al -triunghiului A'B'C' si deci A'H trece prin 

mijlocul lui B'C'. : 

3.36. 1. Triunghiurile OA P si OQA sînt asemenea în condiţia 

LE impusá; din próportionalitatea laturilor acestor triun- 

ghiuri obţinem OP -0Q = OA?. Fie X OAP =x; atunci 
OA 


Cos & = "gs Sin « = Folosind sin?a+costa= . 


A 
AP AQ' 
1 -! 
— mmm. 
AP?  Á AQ? 04? 

2. Egalitatea unghiurilor OAP si OQA arată că cercul 
circumscris triunghiului 4PQ este tangent dreptei OA 
în punctul A. Rezultă că centrul acestui cere descrie 
semidreapta perpendiculară în. 4 pe OA, situată de 
aceeaşi parte cu semidreapta OB. Bisectoarea 4.4 a 
unghiului PAQ (4' pe OB) este astfel încît unghiul 


OA A' este 2 dintr-un unghi drept. Rezultá cà centrul 


= 1 obţinem 
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cercului înscris în triunghiul APQ descrie multimea 
“punctelor situate pe segmentul AA' între A' si M, M 
fiind mijlocul segmentului 44. o. 


3. Perpendiculara din B pe AQ, perpendiculara din Q 
pe AB si AO sint înălțimile triunghiului ABQ. Deci 
perpendiculara din B pe AQ si perpendiculára din Q 


pe AB se intersectează pe dreapta. 40. Locul geome- 


tric este o semidreaptá. | 


3.37. Rezolvám la început următoarea problemă : Fie AB o 


coardă într-un cerc, P un punct în planul cercului, 
A', B' punctele în care PA, PB rétaie cercul. Atunci 
tangenta in P la cercul PA'B' este paralelă cu AB. 


În adevăr unghiul făcut de tangenta în P la cercul PA'P’ 


. cu BB' este egal cu unghiul B'A'P si deci egal cu unghiul 


- A ` 1 


. >" ABP. Rezultă că tangenta este paralelă cu AB. Din 


aceasta obţinem soluţia. problemei : paralela prin P la 


` bazele trapezului este tangentă comună celor două 


„cercuri. şi deci acestea sînt tangente. ^  . 


| 8.88. a) Se vede că I este injectivá deoarece dacă OP - OP' = 


OP - OP" =k si P', P” se găsesc pe semidreapta OP 
rezultă P’ = P". Dacă Qe«N (0j fie A unul din 
punctele de intersecţie al cercului cu centru în O side 
rază | k cu cercul de diametru OQ. iar P proiecția punctu- 
lui A pe 0Q. Teorema catetei aplicată triunghiului 


04Q ne dă OP -0Q —0A4? —k şi deci Q = I (P). 


Conchidem că I este o bijectie. 


'b) Fie A proiecția punctului O pe dreapta (d) si fie B = 


= I(A). Dacă P este un punct oarecare pe (d) iar P' = 
I(P) atunci:OA4 -OB — OP -OP' de unde rezultă că 
triunghiurile OAP si OP'B sint asemenea ; in particular 
unghiul OP'B este drept. Prin urmare P’ se află pe 


„cercul de diametru OB, Se constată uşor că orice punct 


de pe acest cerc, cu excepția punctului O, este imaginea 
prin I a unui punct de pe dreapta (d). | 


c) Cà P = 1 este evident. Folosind rezultatul de la 
b) rezultă cá I(CN (0)) este o dreaptă perpendiculară 


pe diametrul ce trece prin O al cercului (C). 
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3.39. Cu teorema lui W se găseşte cu "nnne cá 
C4, — 915 , UB = ys 5 Atunci A 1B? = = 2 Ta? p? — 
9. 


— 2ab cos (c + 60%] si analog B ¡4 ; U^ * ct — 


— 2bc ecos + 60°)] si C 4i =- = lee ZE "m 2accos(B + 
„+ 60%)] si egalitátile. 4,B, = 2, Cou C A, rezultă. 


3. 40. Fie P, Q, R centrele pătratelor construite in exterior 


pe laturile AB, BC, CDale paralelogramului ABCD. Se 


constată cu ușurință că triunghiurile PBQ si QCR sînt 
egale de unde rezultă -că triunghiul PQR este isoscel 
Si ge în Q. Concluzia din enunţ sé napune: 


3,41. 1. A — BB'C'C, AO este linie à. Sniilooie deci 
BB' + CC' = 240 si deoarece A0 -este mediana cores- 
- punzátoare ipotenuzei in triunghiul dreptunghic ABC 
rezultă BB’ + CC' = BC. Triunghiurile ABB' si, AC'C 
B asemenea si deci BB'- CC =AB' + AC = 


l pron. 
pu^ 


2) Fie H piciorul înălţimii din A. Atunci triunghiurile 
AHB şi AB'B sînt egale și egale sînt şi pu. MELO 
AHC si AC'C. Rezultă că raportul cerut în enunț este 2 
Patrulaterele AB'BH, AC'CH sînt inscriptibile, cercu- 
rile circumscrise triunghiurilor ABB', ACC' sr taie a 
doua oară în pactul H situat pe BC. | 


3.42, Fie P’ = CP n AB, P" = BP n CD, Q = = AQ n CD, 
Q" — DQ n AB, : 


Să notăm, pentru EAT E es. — si DC =a, AB=0. 
ET, PA m 
Atunci Cp i qe de unde Q'C = am si deci P'A = 
n m o n. 
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am PE E 
= — , Rezultă eu aceasta că OB = — 8i cum QE = 


n 
= cD deducem BR” = L , 

BQ m l 
Pe de altă parte, din triunghiurile APB şi DPP” rezultă 


DP” = bn è Retinem cá BQ” = DP": cum BQ" 


— 


m 
este paralelă cu DP" se obţine paralelismul dreptelor 
PB si DQ. 


3.43. Fie C, punctul diametral opus virfului C in cercul 


circumscris triunghiului ABC. Atunci AH BC, este para- 
lelogram si prin urmare AH = BC. 
Dacă 4' este mijlocul segmentului BC atunci evident 


OA' => BC, şi deci OA" => AH. De aici rezultá cá 


AA' intersectează pe HO într-un punct care imparte 
segmentele 44' si HO în raportul 2:1 si prin urmare 
acest punct este centrul de greutate al triunghiului 
ABC. Am demonstrat astfel si egalitatea HG = 2 GO. 


344. Fie 4 mijlocul segmentului BC. Deoarece coarda BC 


are o mărime constantă rezultă că A' descrie un cere 
concentric cu cercul dat. Atunci centrul G de greutate al 
triunghiului ABC descrie un cere, omoteticul cercului 
deseris de A' în omotetia de centru A si de raport 2/3. 
Fie H ortocentrul triunghiului A BC şi O centrul cercului 
dat; deoarece OH = 8 OG rezultă că H descrie un cerc; 
omoteticul cercului descris de G în omotetia de centru 


O şi de raport 8. 


3.45, Presupunem că AP > PB. Fie B' pe prelungirea seg- 
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mentului AP astfel ca PB' = PB si C intersecţia drepte- 
lor BB' si MP. Deoarece patrulaterul AMPB este 
inseriptibil, rezultă + APM = + ABM si x BPC = 
* BAM ; deoarece triunghiul MAB esteisoscel rezultă, 
cu egalitátile de mai sus, x BPC = x APM si deci 
* BPC = x B'PC. Deoarece triunghiul BPB' este 
Isoscel, rezultă că bisectoarea PC este mediatoarea 
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segmentului BB” si prin urmare; MB = MB' = AM. 
Triunghiul 4AMB'fiind isoscel, deducem AK = KB' = 
KP + PB' = KP + PB, ceea ce încheie demonstraţia. 


3.46. a) Fie (C) un cerc care nu trece prin O, 4B diametrul 
lui (C) care trece prin O. Să notăm prin 4”, B' transfor-. 
matele prin inversiune ale punctelor A și B. Fie M un 
punct pe cercul (C) si M' transformatorul său prin. 
inversiune. Atunci triunghiurile OAM și OM'A' sînt 
asemenea, triunghiurile OBM si OM"B' sînt asemenea ; 
de aici rezultă egalitatea unghiurilor AMB si A'B'M^ 
şi deci M’ descrie cercul de diametru A4'B' cînd M 
descrie cercul de diametru AB. 


b) Fie M, si M, două puncte oarecare si M,', MY trans- 
formatele lor prin inversiune. Atunci, din asemănarea. 
triunghiurilor OM, M,, OM; M; rezultă că x OM,M, = 
= + OM; M;. De aici făcînd ca M, să tindă către M, 
pe o curbă care admite tangenta în fiecare punct rezul- 
tă cá M; tinde către M; pe transformata curbei respective 
si că tangentele in M,, M; la cele două curbe fac 
unghiuri ascuţite egale, cu dreapta OM,M;. Cu aceasta 
proprietatea de la punctul b) devine aproape evidentă.. 


c) Fie T unul din punctele în care cercul presupus inva- 
riant taie cercul de inversiune (existența punctelor de 
intersecţie a celor două cercuri se demonstrează ușor) 
iar M, M' două puncte în care o dreaptă prin O-taie cercul 
invariant. Evident M' este inversul lui M si conform 
celor arătate la punctul b) rezultă că + TMM'.— x 
x M'TT', T' fiind un punct pe prelungirea razei OT. 
Din aceasta, deducem cá OT este tangentă la cercul 

 jnvariant considerat si prin urmare cele două cercuri 
sînt ortogonale. Să remarcăm în încheiere că orice cero 
ortogonal cercului de inversiune este invariant (global) 
— dar nu punct cu punct. | 


3.47. à) Avem OA :04' = R?. Triunghiurile OAM şi 


OA'M au + MOA comun sie = e „deci sînt aseme- 


nea. 
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AA AAA nem o 
a e 


Avem — = — = ——— = const 
- OA’ MA' 
? H L pi MA 
a) În A 4M4' teorema bisectoarei ne dá a 
-— CA — const. deci C este fix. Dia. = = MA — CA! 
CA R MA' CA 
rezultă AC — Ra). . Deci OC = a + AB d) , 
»^a-4d- KR Ad a+R 


| 3.48. 1. Patrulaterul MINC este inseriptibil și prin urmare 


x MCI — x MNI si + MCI = constant, egal cu unghiul 
ABC al triunghiului. Rezi ră că I deserie o „dreaptă 
care trece, prin: C. 

. Din cele arătate sezut că x BCI = x Bac s1 deci 
NMI= x BAC. Triunghiurile ABC şi MIN sînt aseme- 
nea, avînd cîte două unghiuri egale. 


3. Triunghiurile IMC si N BP sint asemenea deci 
IM? NB? = IC? . PN?; cu aceasta avem IM? - N B? 4- 
+ PB? - IC? = IC? (PN? + PB?) = IC? - NB. 


3. 49. 1) Se va observa că ACMD este “dreptunghic si MP 


este înălțime. 
2) C'D' = CM + MD, CM = C' A, D'M = D'B ca 
tangente “duse din acelaşi punct la cere. — 
- 8) AD" şi BC’ sint concurente in I, sînt diagonalele 
. trapezului dreptunghice ABD'C'. MN trece prin I. 
4) rezultă din o). | 
5o« MN <R deci o NI sf 


3.50. 1. NQ || AM deoarece în AMAC',OQ 1 MC, x MOQ = 


— + MAC' = x OQN. Analog PR | AM deci PR || NQ. 


A PAN — AORQ- AP |OR, AN |OQ. x PAN — 3% 
x R0Q,0R — 4p= 42,08 —AN = AC, deci 
 PN|RQsi PN=RQ 1 
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2. Dacă B',0, C sînt coliniare atunci x B'OC' = 2 4 = 


= 180” deci A = 90%. | 


3.51. a) Fie H, piciorul înălţimii coboríte din A pe latura 
BC si H, punctul în care AH, intersectează cercul. 


Avem x H,B'A" = + HBO — + ABC =o 70) 


—A=rw=(204 4) =B-C, | 
A', B' fiind mijloacele laturilor BC respectiv AC. 


b, c) Fie I centrul cercului înscris în A ABC şi I, centrul 
cercului exînscris si fie P punctul de contact al cercu- 
lui înscris cu `a doua tangentă interioară a cercurilor I 
şi 1. Această tangentă si BC sînt simetrice în raport 
cu bisectoarea interioară care este II,. Ea este deci 
antiparalelă cu BC si trece prin M (punctul de inter- 
secție a lui I7, cu BC). Dar tangenta A'T in A' la cercul 
medial e si ea antiparalelá cu BC. Rezultă că A' si P 
sînt omologice în cercul medial și la cercul înscris respec- 
tiv. Fie Q punctul de intersecţie a dreptei A'P cu cercul 
înscris. Avem 4'P : A'Q = A'D?, unde D este punctul 
de contact al cercului înscris cu BC. Dar A'D? = A'M : 
- A'H,, deci 4'M - AH, = A'P - A'R, deci patrula- 
terul MH,PQ este inscriptibil. Rezultă cá + A'QH, = 
= x A'MP = x TA'C deci Q aparţine cercului medial. 
Apol tangentele in A' si Q la cercul medial sînt egal 
înclinate faţă de 4'Q analog pentru tangentele in P si Q 
la cercul înscris. Dar A'T || PM, deci tangentele in Q 
la cercul medial si la cercul înscris coincid. Cercurile 
sînt tangente în Q. Punctul Q se numește punctul lui 
Feuerbach. r 


3.52. a) Fie S un punct oarecare pe simedianá S” si S” 
proiecţiile lui pe AC respectiv AB. Fie P şi Q proiecţiile 
lui 4” pe AC, respectiv AB. Avem A'P SS = A'Q- 
SS". Triunghiurile ACA' si 4'4B sînt echivalente 

ei SS SS” 

ci . A'P=AB-A'Q de tá — = —. 

de AC | Q de;unde rezultă 4n" 4B 
b) Fie DE || BC. Mijlocul lui DE se gáseste pe mediana 
AA'. Rotind figura în jurul bisectoarei unghiului A; 
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3.53. a) Punctul O este centrul cercului circumscris triun- 


mediana se plasează pe simediană. Laturile unghiului 
ABC se schimbă între ele iar DE devine o antiparalelă. 


c) Fie M' şi M" proiecţiile lui M pe AC si AB. Avem 
MM MC AR . A'B dende MB _ 


AP AC’ MM" MB MC 
MM", AP. | 
MM ARQ 


, Y , . MN' b dee MB 
Dar b:A4P=c Q (vezi a) "UM" c MC: 


2 
= m " 
ghiului OBC si prin urmare OD — ar , atunci 40 — 


= a Vs si deci $0 = a 6 - cu aceasta rezultă BS — 
3 | | 


= SC = SD = akg . Se verifică egalitatea BC? = 


-= BS? + SC? si deci BS si SC sînt perpendiculare 


b) Evident că centrul sferei circumscrise. piramidei 
SABCD se află pe dreapta 40. Fie O' acest centru si B” 
mijlocul segmentului BS. Cum se vede uşor triunghiurile 
BOS si B'O'S sînt asemenea. De aici rezultă Ela = xd. 

| e Tag OS BS 
şi deducem SO' = A si prin urmare 00' = di dis- 


tanta de la centrul sferei la planul BCD. 


e 


3.04. Sá remarcám de là inceput că dacă a > 60^, pentru 
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orice poziţie a punctelor B, C pe Oy, Oz avem AB + 
+ BC + CA > 2a egalitatea realizîndu-se cînd punc- 


tele B, C coincid cu O. Să presupunem că « < 607. 


Atunci, desfásurind triedrul pe un plan obtinem linia 
frîntă 4BCA', A' desemnind poziţia punctului A pe a 
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doua poziție în desfăşurarea semidreptei Ox. Este 
clar că perimetrul triunghiului ABC este minim cînd 
punctele A, B, C, A' sînt coliniare. obţinem 


OB a 3% 
—— == —————— cos — 
A sin(* 7 Jae unde OB — a 2 , 
2 2 P 

eos — 


| 2 
Evident OC = OB. Cu aceasta deducem. si AB = 
"s av OE 30 
2a E cos — 
2a sin = CA, BC =—— = 2 a tg cos Asi 


a 
cos — 
2 


deci perimetrul minim este 4a sin : + 2a tg > cos = = 


= P 
2 


3.55. 1. Fie 4”, B', M' puncte pe aceeași muchie, situate pe 
baza de arie a b, si secțiunea S. Atunci B'M'/M'A' = 


=% Dacă O este vîrful piramidei din care face 


Aa. 
parte trunchiul dat, avem b/S = (OB'|OM")?, a]S 
` = (04'|0M')2. Deoarece B'M' =0M' — 0B', M'A' 
= OM' — 04", din relaţiile de mai sus obţinem B'M" 
= OM' Yo —YS , MA'=0M' Ys — la. deci 2/24 
: VS ys 
= yo — VS care este o altă formă a egalităţii cerute. 
VS — ya | ' 
2. Tinind seama de rezultatul obținut la pct. 1) pástrind 
notația MA/MB = »,/»,» observind cá din AM * AN = 
BM : BN deducem NA/NB = %h,+ obţinem VS = 
= (> (rw = Va + yb care prin adunare cu relatia i 
Aa s Ag A, Na? i | 
de la pct. 1, conduce la relația cerută. : | 
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3.56 


Y 


D. RES PCT 
EE Var F h, NF =V(a/2)? 


.. Planul de secţiune din enunţ taie pe AC" în D astfel 
că C'D = a[8; pe CC” în punctul E, pe prelungirea 


+ Jui CC astfel că C'E = h/3. De aici rezultă cá intersec- 


tia planului cu B'C” este mijlocul F al segmentului B'C'. 
Cu acestea, avem MN = la? + (h/3) , MD = 


+ (h/8)? , FD = 


| | l ,- 
EIA = paf 


Rezultă că perimetrul poligonului de secţiune este 


e MP IEI Ci Es ps E at hA b ym. 
Jes 9 sa TEE y a Uy tgo. 


3.57. a) Calcule simple arată că 44! = 72, CC = 5 


OC' —a V5. Triunghiul 04'C” este dreptunghic în A’ 


deoarece OC"? = OA"? + A'C'?. Deoarece BD este per- 
pendiculară pe planul (4'ACC") rezultă cá C'A’ este 
perpendiculară pe. BD. C'A' fiind perpendiculară pe 


dreptele concurente BD și 4'0 situate în planul 4'BD, . 
este perpendiculară pe acest plan. 10 vaga 


b) Volumele tetraedrelor A'ABD, C'CBD şi CA'BD 
3432 4a? V2 


sînt respectiv ar 2 i 
12 12: ° ^ 12 


şi afirmaţia din 


enunț este verificată. 
! 


3.58. Fie A’, B', C", D' picioarele ináltimilor tetraedrului si 


M, Mu» Me M, proiecţiile punctului M pe feţele BCD, 
ACD, ABD, ABC. Suma volumelor tetraedrelor M.A BC, 
MBCD, MCDA, MACD este egalá cu volumul tetrae- 
drului ABCD ; rezultă : | 
y Pao») "MM,  S(scp) AA' 
GERE i 


Deoarece S (nop) . AA! = Sano) DD' = Snap) CC' = 
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= Stacv) * BB' rezultá y 


MM, =1 şi. deoarece 
AA' | cr I 


| 
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MM, MA, 


se obţine prima egalitate din enunţ. A 


AA' AA, 
doua rezultă din aceasta tinind seama că; MA, = 
= AA, — AM. | | 


3.59. Dacă notăm prin V volumul piramidei, prin Sir Sp Sa 


S, ariile fetelor tangente sferelor de raze E, Ra, Ro Ra, 


x 1 ae di 1 2 
atunci V = h R(S, 4-854 -84 + S¿) = 5 Ra (—S +8, + 
+ Ss S) LES 5-8 8) = 22, (5, + 
Sa — 83 + 84) = 3 Ra (S1 + Sa Ss — S4) unde prin 
eliminarea lui S,, S, CAMS V se obtine relatia cerută. 


3.60. Fie 7 centrul cercului înscris triunghiului ABC, E 


„contactele acestor cercuri cu AB. Se denionstrează 


cu. ușurință că AC, = BC, = > (b + c — a). Rezultă 


ago IND ip 
P BC, tg — 2 OT e 


Aplieind acest rezultat, triunghiurilor AMC si MCB 


Li 


. 
j ltă , : tg 't 7 și 2 = t —= t ——— S1 deoa- 
rezuita i > g APTN g g ; 


— — 
— 


Ti Pa V M 
m A. ar t 
| | Pi: ^P. P 
Din demonstratie se vede cá problema poate fi gene- 
"vglipdth; wc Hm cs cg uina ists ani l 
. , Fie punctele M, (i — 1,2, :::,n) pe latura AB a 
"triunghiului ABC. Fie v, raza cercului: înseris in triun- 


I'N, AN 
rece AMC + CMB = n rezultă 
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| 
| 
| 
Li 


——— 
- 


centrul cercului exinscris, tangent laturii AB, C, si C, 
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ghiul CM,., M, si o, raza cercului exînscris tangent 


3 


laturii M; , M, Atunci | 


7172 A Tati "- i 


0» °°’ Oni po. 


3.61. Fie M mijlocul. muchiei SA. Planul perpendicular 
pe SA în M taie secţiunea diagonală SAC după dreapta 
perpendiculară în M pe SA, adică după MC. Dreapta, 
BD este perpendiculară pe dreptele AC şi SO, deci este 
perpendiculară si pe AS. Rezultă că planul de secțiune 
considerat este paralel cu dreapta BD și prin urmare 
el intersectează planul SBD după o dreaptă paralelă cu 
diagonala BD. Dacă O" desemnează intersecţia dreptelor 

| SO şi MC, din cele de mai sus, rezultă că dreapta de 
— intersecţie a planului de secţiune cu planul SBD este 
| paralelă prin Ó' la BD. Fie N si P intersecțiile acestei drep- 
te cu muchiile SB, respectiv SD. In concluzie sectiunea 
este patrulaterul MNCP. Acest patrulater se descompune 
in triunghiurile isoscele MNP si CNP si prin urmare 


aria patrulaterului de sectiune este - PN - MC. Se 


obţine ușor că MC evo si PN = 2a | si deci aria 
| | 3 
secțiunii este A = LAE ; 
E 


Volumul piramidei SABCD este AL , volumul pira- 


. midei SMNCP este AL à Raportul cerut este -1/2. 


3.62. 1. Punctele din spatiu din care un segment fix se vede 
sub unghi drept se găsesc pe o sferă avînd centrul în 


mijlocul segmentului dat și avînd raza egală cu l din 
: 2 
lungimea segmentului. Deci, în problemă, centrul sferei 
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se aflá la mijlocul segmentului VM si raza este egalá 
cu a. 


2. Din teorema celor trei perpendiculare rezultă că PA 
este perpendiculară pe AM, PB este perpendiculară, pe 
BM ; patrulaterul AMBP este deci inscriptibil si PM 
este diametru ín acest cerc. : 


3.63. Fie ABCD tetraedrul M, N, P, Q mijloacele muchiilor 
BC, AB, AD, CD. Deoarece MN si PQ sint linii mij- 
locii în triunghiurile BAC si QAC rezultă cá patru- 
laterul MNPQ este paralelogram. Rezultă cá dreptele 
care unesc mijloacele muchiilor opuse ale tetraedrului 
sint concurente. Cum planul care contine o muchie si 
mijlocul muchiei opuse contine dreapta care uneste 
mijloacele celor douá muchii, concluzia se impune. 


3.64. a) Cu notații din teorema precedentă, fie G” punctul 
de intersecţie al dreptelor NQ si MP ; deoarece AN = 
— NB si NG' — G'Q rezultă (folosind, de exemplu, 
teorema lui Menelau) cá AG" inteapá planul BCD în 
centrul de greutate al triunghiului BCD. 

b) Se deduce imediat cá AA, = 4G4,. Astfel rezultă cá 
înălțimea lui G a piramidei GBCD este 1/4 din înăl- 
timea din A a piramidei ABCD. Cu aceasta rezultă că 
piramidele GABC, GABD, GBCD, GACD au volume 
egale. | | 


3.65. a) Fie BM înălţimea din B în triunghiul DBC. Dreapta - 
CD find perpendiculară pe dreptele AB si BM este 
erpendiculará pe planul (4BM). 
Fie AH., BH, înălțimile din A si B ale triunghiului 
ABM: AH, | BM, BH, | AM. Aceste drepte sînt 
înălțimi ale piramidei. În adevăr, 4H, este perpendi- 
culară pe planul. (BCD) fiind perpendiculară pe CD 
si pe BM. Evident ele sînt concurente. În fapt si málti- 
. mile din C si D sînt concurente. 
b) Sá admitem cá si perechea (BC, 4D) este formatá 
din drepte perpendieulare. Atunci BC este perpendicu- 
lará pe planul (4H,D) si prin urmare H, este ortocentrul 
triunghiului BCD ; analog H, este ortocentrul triun- 
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ghiului. ACD. Atunci BD este perpendiculară pe CH, 
si cum este perpendiculará pe AH , rezultá că este perpen- 
diculará pe AC. Ultima afirmaţie rezultá astfel : planul 
(BH,C) este perpendicular pe planul ABD, deoarece 
AD este perpendiculară “pe, BC si pe BH,. La fel pla- 


“nul (4BH,) este perpendicular pe planul (4BD). Muchia 


acestor plane este înălțimeă din Q şi estéceoncurentá 


cu înălțimile 4H.» BH, —— 


` ' "s , l x s ^ q i | " p £7 d l i u A Pi "" dis 

3.66. à) Dacá hexaedrul ABCDA' B'C'D' este înseris intr-o 
> v` T y .' à 235 * ei a, s. € Y TERA IPR $ EFE de A 

sferă atunci planul ' oricárel ' fețe! tale sfera după un 


ceré în "care este înscrisă fata respectivă. Reciproc, 
să admitem că toate fețele sînt: inscriptibile. Perpendi- 


culara în centrul cercului circumscris feței ABCD in- 


tersecteazá planul mediator segmentului BB" în punctul 
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O. Prin urmare 04 —0B —0C =0D —OPB-'. Din 
OB — 0C —OB' rezultă cá perpendieulara din O pe 
planul BCC*B5^ înţeapă planul in centrul cercului cireum- 
scris patriilaterului BCC'B'. Atunci OC! = OB. Repe- 
tind raţioraimeritul obținem O4 = 0B = 00 =0D = 
OA’ —O0B' =0C''= 0D". - AA I 


b) Afirmatia'Se obține imediat observind 'cá în demon- 
'latere:.. 070 ts 


JETA MIU 


- "strátia “precedentă nu.au intervenit decít.patrü patru- 
| Ve VET ri lao 


EA S 


e 
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pentagonului de sectiune trebuie sá se afle in douá fete 
i, opuse si atunci ele ar trebui sá fie paralele, dar un pen- 
tagon regulat nu are două laturi paralele. | 


3.68. Volumul márginit de o suprafatá conicá și de un plan 
„care tale dupá,o curbă închisă această suprafață este 


| 1 
dat de formula V piis . h, unde $ este aria domeniu- 


lui mărginit de curba închisă iar h distanța, de la vîrf la 
planul de. secţiune. Remarcind faptul cá. mulţimea | 
punctelor situate între suprafaţa cilindrului și planul 

(MN 4) contine conul cu vîrful în 4 și avînd drept 

- curbá directoare curba formatá din semicercul M BN 
| 51 diametrul NM, rezultá cá volumul considerat este mai 
mare decît 1/6. Fie M'N' diametrul paralel cu MN în 
- bază superioară. Evident că volumul mărginit de su- 
prafata cilindrului si de planul BM'N” este egal cu cel 
considerat în enunţ. Partea comună a celor două volu- 
me. este, de volum mai mic decît parteă  neacoperită 
de ele din cilindrul MNBM'N'A avînd. directoarea 
formată din semicercul MBN şi diametrul MN. De aici | 


rezultă cá volumul considerat este inferior lui 1 [4. 
| 4 


3.69. Dacă r este raza cercului înscris in triunghiul de bază 
și p semiperimetrul acestuia, atunci aria triunghiului 
este p.r.. Notînd prin « unghiul diedru al unei fete cu 


> 


baza piramidei atunci apotema piramidei este cds d 


iar înălțimea piramidei este h= rtg a. Cu acestea, 
răspunsul problemei este imediat. . .. . 


3.70. 1. Baza conului este un cerc al cărui triunghi echi- 
2 


lateral înseris este a /2 deci raza cercului este R = a Vi 


NT Y a a bi Dra 
înălţimea conului este a I? deci volumul conului este 9 V8 
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— 
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20 
o Raza sferei înscrise este 7 = 313 71913 ' aria sferei 
2. Raza sfere 3/2+2/3 
8ra? 
Tuserise în con este -y | a/g’ 
înscrise 15 + 6) G 


3) Cu notatiile de mai sus; distanţa de la centrul sferel 


| Er 
la planul cercului de secţiune este v — , $1 prm 
| ME | "s Tod 
urmare raportul ariilor celor două calote este „= 
a+ R 
a> R 


3.71. a) Fie H proiecția punctului A pe planul (VBC), H’ 


proiecția punctului 4” pe planul, (VB'C'). Atunci evi- 

dej a A Apoi aria triunghiului VB'C' - 

| ent, AH “Va: poi aria triunghiului = 3 

VB - VC cos BVC. Rezultă 

| ` 1, E 1 PN 

vol VA'B'O' ¿A H "2 VB'- VC' eos BVC 

TL ABO) A a AN 

| P H - VB: VC -cos BVC 

z VA' -VB'- VC 
VA - VB + VC ` 


b) Folosind rezultatul dela pet. a) avem Vol (VB '4'D') = 
1 

— >e ` i i 

— ka kg kp 2 vol (VABCD) si vol (VB'C'D') = kc kg b», 


vol (VABCD) de unde vol (VA' B'C'D') E kg ko (ka + ko) 


vol (VABCD). | j 
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c) Deoarece perechile (4.C). (B, D) au roluri simetrice 
în problemă, rezultă că kp - kp (ka + ko) = ka “ko 
| 1 1 

(kg + kp) adicá ha py darea 


ko — kg ^ kp 


3.72. 1°. Toate dreptele perpendiculare in A pe AM se 
gásese într-un .plan (,) perpendicular pe AM deci 
într-un plan perpendicular pe (7) iar dreptele perpendi- 
culare in B pe BM sínt situate intr-un plan (z;) perpen- 
dicular pe planul (1). Planele (7,) $1 (755) se intersectează. 
cu (7) după dreptele AM, BM care se intersectează 
într-un punct N. Dreapta (d) de intersecție a planelor 
(7) si (T2) trece prin N si este perpendiculară, pe (7).. 
Punctul P se va afla atit în planul (74) cit si în planul 
(75) deci se va afla pe dreapta de intersecţie a acestor: 
plane. 


Dacă M e fix atunci N e fix deci locul geometrie al 
punctului P e dreapta (d). | | 
2°. Dacă M înscrie un cere ce trece prin A si B atunci 
N descrie acelaşi cere (0); + MAN = + MBN = 90° 
iar locul geometrie al punctului P este cilindrul cir- 
cular drept care are ca bază cercul (0) si generatoarele 
perpendiculare pe planul (2). 007 

3. Dacă M descrie o dreaptă (d) perpendiculară pe 
AB, fie M’ intersecţia lui (d) cu AB iar N’ proiecția. 
lui N pe AB. MM'NN' e un trapez iar dreapta OR 
care unește mijloacele diagonalelor MN si M'N' este 
paralelă cu MM' si NN' deci OR | AB. Q este centrul 
cercului circumscris patrulaterului MANB deci R este 
proiecția sa pe AB (mijlocul lui 4B). Deci N’ e sime- 
tricul lui M' fatá de punctul fix Q deci e fix. Locul 
geometric al lui N va fi o dreaptă (d') simetrica lui (d) 
față de Q. Cînd N descrie (d'), (d) generează un plan 
pe (7) şi care îl intersectează pe (x) după (d'), plan care 
va fi locul geometric al punctului P. 


La 


AM 
3.73. a) x CMP = x M'P'P = más. ACE. MC P comun. 
x AMN + x CMP = x AMN + x M'P'P = 180". 
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b) Din asemănarea triunghiurilor CMP si CM'P' obţi- 
1 | CM CP 

b P.CP' CM-CM' =CB: CA = 
k nem CP! = py sau C 

i (a + y) (a — r) = const. CP = (a RE Us CP'= 


| ~ = (a — r) etg a. 
; "pme AM = 2r cos a, MN = AM sin a = f "sin 20; 
rai MN? zr 
pi m (AN + NO = ^g at ns sin? 2a. 


A = 277 sin 2a. G COS a + d + s — - Sar cos Za 


FINTA S 


e 
b 


4.1. a) Sá remarcám egalitatea 


Y La 


) de =, 1,2... 


Asa. T Mg Oua 


de aici rezultă 


a1 `] --N dr ut A 


s Q1, Ailn 


A fa b) Considerăm egalitatea evidentă Ca =- ! 
| TM de ss: did; 41 T An 
| à; +a Gom a A 
. his i-e e 7) oricare ar fi 2.7 astfel 
1 1 
aktyf n+l, Deci i — e. + = 
Aa balta—1 Ay Ay 
CM y: IAE 1 1 
= b bun = ap mp ig 
a, T OM. ds Qai E Aa 
1 1 2 (1.1 
Al 
| Qn a, d T d, dy lz n 
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4.2. b) 1) Rezultá imediat aplicind formula sumei : 


(a, + a,)n 


S, == 


1—g' 


4.3. Se aplicá formula de calcul a sumei : S, = e 
Si a 


4.4. a) Dat un sir (a„)nex numim margine superioará (in- 
ferioará) a sirului numărul p, (p,; finit sau nu) cu pro- 
prietátile : 1%, < us (An > Us) pentru orice n ; 2° pentru 
orice a < pala > us) există cel puţin un indice n astfel 


ca d, > € (a, < a). 
| i 1 
Sirul este crescátor sl convergent către 2. Moines 
2. 


hoe MEA 1 : : 

inferioară, este deoarece oricare ar fi n, ds >0 şi 

° ji e i; | DEEST i 1 l A A 

oricare ar fi « > 0 există termenul a, E asa încit 
| / y . : . "w . i . 1 

a, < a. Marginea superioară a șirului este — deoarece 
| a 2 

e 44 ELEM É l . 1 . | . 1 . 

nu există nici un termen al șirului mai mare E sl 


: Rx 1 Len. i | : 
oricare ar fi « <= există cel puţin un termen a, > Y. 
i 2 | | 


căci inegalitatea > a este satisfăcută pentru 
2n + 1 
o 
L = 2a. 
b) Sirul este descrescütor si converg 


l . 
rezultă marginea superioară pa m si u, =0. 


n > 
ent cátre-0. a, >0 » 


c) Oricare ar fi AS nes? < 1, rezultă de aici 
n 


că termenii șirului nu sînt pozitivi. Avem pa = 0, u= 
= — 2. 
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45. 


. tatea 


tatea 
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Amintim definiția noțiunii de sir convergent: şirul de 
numere reale (a,) ey se numește convergent către nu- 
mărul real a dacă pentru orice număr real pozitiv 
e există un număr natural n(e) astfel încît pentru 
orice număr natural n mai mare decit mn(s), n > n(e) 
să fie satisfăcută inegalitatea |a, —a| < e. Spunem 
în acest caz cá a este limita șirului (a,),ex si scriem 
lim a, — a. | 

n— 00 

a) Fie e un numár real pozitiv, altfel arbitrar. Inegali- 
9, +1 


n 


— — 


< e este echivalentă cu inegalitatea 


ia c : 8 4-5 
— < 5, — 1, deci cu inegalitatea n > aa: 
5e 25€ 
8 5 i . A 
n(e) -| - E +1 unde prin [2] desemnăm, în mod 
| e 
curent, partea întreagă a numărului æ —cel mai mare 
număr întreg mai mic sau egalcu x. Atuncievident că dacă 


. Sá punem 


" 8+ 5e, -— 
n>n (e) rezultă n» j s1conform definiției deducem 


e 
8 e ; i 
că -este limita șirului (a,)u,ew cu a, = uda te : 
5 | mal 
2n? + 5n—8 — 


b) Avem 
n? + 8n — 2. 


2 : i Inegali- 


— n*--8n —2 


< seste echivalentă cu en?+ 3en — 


n? + 8n — 2 

—2s — > 0. Soluţiile numere naturale ale acestei 
inegalităţi se obţin intersectind soluția reală a 
Inegalitátii ea? + 3er — 2€ — 7 >0 cu mulţimea 


numerelor hăturale. Inegalitatea în a are soluţia | — 00, 


' [2 „ră 
— 8e — Jie + 28€ E Cr o) 
ŘIlBBor PE 


«E 


Luind su eya HT t 286 — pe ja 1 rezultá cá n > 


K 
x 
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2 n(e) implică en? + 2en — Qe — 7 > 0, adică 
2n? +- 5n — 8 


n? + 8n — 2 


— 2| < e. 

1 
para cr E S 
/n 4-1 + Yn 


<e este echi- 


c) Să observám cá 0. < |n + 1-/n =— 


< = Fie e > 0. Inegalitatea 


2 |n 2Vn 
1 » 
valentá era <n. Prin urmare dacă n > n(s) = 
€ 4 . 


1 1 
= | wt l avem—- « € si cu atit mai mult 
dig? -2Vn | 


Vn +1— Ynl« e ceea ce aratá cá lim (Vn +1 — 


E 
2(2n + 8) 2(2n + 8) 


de unde n > a . Notînd n(s = — au 1 rezultá 
4e 2 he. 2 


B 


e) Avem —. TA 


-F 
8n Up «(s E 


FPE SI 1 
+ = deci —— ”— £- £e, pentrun > 
n 


n? n(8 + 2|n?) 


1 ; LU 
luăm n(e) = E + 1,deci pentru n > n(e) avem. 
€ 3n 


— 


< E. 


1 ¿a luni 3 5 
4.6. a) Fie e = Fi atunci pentru orige, ( Io me "NE E R : 
si prin urmare sirul nu are lifita, 2, De fapt sirul 


considerat are limita 1. 19b 0 « 
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b) Dacă (An)new este un șir conver gent, atunci D 
orice e > 0 există n(&), natural, astfel ca | ln — am |< 
< e dacă nym 2 n(e). Dar şirul considerat nu satisface 


å $ 
această proprietate deoarece luînd e = A atunci pen- 


" 
tru orice m, n naturali avem | 4, — dm | > P i 
4.7. Pentru a = 1 şirul este constant 4, = pentru orice 


m, deci convergent către 1. Fie a > 1; atunci se 
a 


¡y t liat — 1j M ; 
- 5 constată uşor că a —— | > 1 ceea ce exprimă faptul că 
Ec | To > d. l : . 
[^ Arütüm cá a, > v, , pentru orice n > 2. Prin induc- 
| tie; pentru n=2 proprietatea a fost verificata. Fie cà 
A y n+1 aia Ty TY 1 
Co C451 atunci "HL. = = p" si cum 
n Dn e 


1 


ZA = a >l rezultă, ra > Zn 


Prin urmare șirul TAN en este crescător. Sá remarcám 


E că m « a. Prin inducţie se arată că a, < a pentru orice 
Sa n. Deducem că şirul este convergent. Fie x= lim a,. 
N— N 
ai E 


Atunci din z,,,— a ^ rezultă æ =a" de unde g = a. 
" Rezultatul se menţine si pentru 0 <a < 1. 


| F ET. i 1 
48. Avem a, =-=(0 <a <1) deci 0< aq <=, aut 
2 à 2 
a; a a. a | 
y > Q4; Lied rg ==> 2 Ta + Ga > las. eso 04 4 <L 
s . j hol 
ts j < An» kis sirul este monotom crescător. 
ma | a? 


Din a, — + 


; (1) rezultă a, < 24 = său ai 
— 24,, T x > 0 de unde Ay < | = Vi a a si a; >1 Er 
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+1 —as dar 0 «« «1 deci 0 <a, «1 deci 0 < 
<a, < 1.— VI —«. Sirul fiind monoton si márginit este 
convergent. Notind cu / limita șirului, deci | = lim a, 


n= o 


si trecînd la limită în (1) rezultă 1 — E % ; de unde 


l=1 +41 —a,  Tinind geama de consideratiile de 
mai sus rezultă lim a, = 1 — VI — a. 


n= o 


4.9. 1 Din modul în care este definit șirul (4,)new rezultă. 


1 . : , . : A t 
(444177 a + — pentru orice n natural. Observînd că 


An 
d, < Ag < Q4 < g prin inducție completă demonstrăm 
uşor Că Qo, 4, < Goma < en? < à4, pentru orice n na- 
tural. | 
2 Din cele arătate, deducem că subsirul (a, .. ie y este 
crescător si márginit, iar sub șirul (az), ex este descres- 


cátor şi márginit, prin urmare amindouá sînt convergente. : 


Fie o. = lim a5, ,, B = lim a. Din egalitatea Any] = 


n eo 79 -» 00 


pi? dedica : «udo de Vut P dine 


An 
TOUR ACT e + Ya 4- 4 
obținem soluția acceptabilă « = B = ini s MIL E za 4 
: PET ERIS e. apa 
Sirul (a, ex este deci convergent şi are limita REED 


4.10. Din defnitia sifali (à,), e y» AVEM Any =Va + a, pen- 


tru orice număr natural n. 


a) Este evident că a, < ds. Sá presupunem Anı < An 
atunci 244,1 «€--a, gi deci a, = Va + Ap] < 


— 


< yu F än = anı Astfel conchidem că a, «a,,, pentru 
orice n natural ; şirul este strict : crescător. 
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b) Din cele arătate mai sus d, = Va + a, <Va Ya, 
sau, în mod echivalent a; — d, — Y < 0 pentru orice 
număr natural n. Rezultă că mulțimea fan eN) 
este o submulțime a soluţiei inecuatiel y? — y — a < 0 


do Ce PUES], Te- 


care este mulțimea | 


2 2 
oarece a, » 0 pentru grice n, obținem 0 <a, < 
ciron pentru orice n. Sirul (4,)new . este 
2. ; 
márginit. 


c) Fiind monoton si mărginit, şirul (a,), e y este conver- 
gent. Notind l = lim a, din py, = Ve + a, obţinem 


14 Yi da 
2 


4.11. Evident a, > 0 pentru orice numár natural n. Deoarece 


| LPR < 1 rezultă cá a,,1,— a, nti < ln 
24 k 2 4 /n +1 
șI deci şirul este descrescător. Astfel rezultă si 


0 <a, <d = 3 pentru orice n. 


Ld 


Din acestea rezultá cá sirul este convergent. Pentru a 
caleula limita sirului arátám cá a, « 2Yn . Procedám 
prin inducţie. Pentru n = 1, evident a, < - Pre- 
i ! 
supunem că 4, < —= şi atunci q,,, —a, Tati < 
2 Vn 2 + Vaz 1 
PERLES! FÉ 
"5o . /—— 777 81este suficient sá arătăm că 
2+Vn+1 2/n 
mă 1 


| PS = CL ————— Ceea ce revine l răta că 
(2 --Yn + 1)2Vn "nine la a ară 


Yn +1. | | 
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n+1< Va (2 + Vn + 1); dar aceastá AS se 


verifică imediat. Cu aceasta rezultă 0 < da e i 


dE 
pentru orice n: şi deducem lim a, = 0. 


fi — o 


Q^ T1 
(rs) dá 
k=2 | 


de unde rezultă .cá şirul (4.)ney este convergent si 


Irc — 1)(% +1) 


- 4.12, a) Pentru n > 2 avem * 


"E 1 
are limita z 


b) Deoarece —— e E mil acc il! Mo 
le + m (k+ 1)(k? — k + 1) 
xF (E DIO + 1)9— (54-1) 1] 


(c + 1)(%? — lo + 1) rezultă că 
k— 1 k? — ] 1 
i uw» qure, SAM 
II (+1) Ip (E? — k 4-1) n(n +1) 
k=2 î 


pentru n >2 si prin urmare şirul (a,), ex este convergent 


1 
si are Aa z 


MEI H+) 


" (k — 1) I+ 2 Tik Tk 
k= 


c) Întrucit 1 E rezultá cá 


-n ¿hd  k-4 Ñ 
lg m EE npl 
eneen co Mk k 
=2 k-2 Boa keg : 
E TINTE 
n 8 9n 
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Prin urmare șirul (4,)ney este convergent și are limita 


— 


1 


4.13. L Procedám prin inducţie. Pentru n = 1 formulele se 


264 


verifică. Sá presupunem că a, şi b, sint dati de formulele 
din enunţ; si să evaluám așa asa e AVEM a,4, = 


220 aa 
at pt) | T 


On + da _ | 
2 | 2 


w (b —a) uu La fel de simplu se aratá 
3 E > qn+1 ; JE | | 


=a+. 


E T | 1 5: ] 9 A n j d > . T | h A P i | ` . ; 
form principiului inducției complete cá a,, b, sint dati 
de formulele din enunţ pentru orice număr natural n. 


9.4 ^ 


2. Avem b, — a; =- (b — a) si prin 


urmare lim(b, să An) = 0.: Deoarece şirul (a„)ex este 


n= 0 ' 


+ 


monoton crescător, iar şirul (b,„)ex este monoton des- 


crescător, rezultă, în baza unei cunoscute teoreme că 


Pra pouce e A ZO 
sirurile au aceeaşi limită, anume ——, 
pres | (8 


- S 4.14. 1. Sá remarcăm la început. că Q, +0 pentru orice ne 


n adevăr pentru n = 1 acest lucru este evident şi dacă 
presupunem a, £ 0 atunci rezultă că a,,, 4 0. Sirul 


n 


este astfel bine definit. Tot prin inducție arătăm uşor 


Că 4, > 0 pentru orice n. Observind acum că dacă æ > 0 


2 + æ? 


> /2 rezultă că 4, > 2 pentru orice 


24 

n natural. Rezultă bli 
| 2AN 

an). en este deci monoton descrescátor. 

n Pima Inferior mărginit, rezultă cá este convergent. 

ccind la limită, în relaţia de recurenţă dată se deduce 

că limita șirului este V2, — | 


atunci 


că Anyi = X 4, şirul 
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4.15. În mod evident şirul (4/)hmey, a,=1 + TE qe RI 
. e Š t y i l i 2 i Yn 
este un sir crescátor. Arátám cá sirul nu este superior 

mărginit. În acest scop arătăm că a, > Jn. Prin inducţie 

asupra lui n. Pentru n = 1 proprietatea este evidentă; 


presupunem că a, > n şi arătăm că a,,42 n + 1 ceea 


ce revine la a arăta că a, + > Vn +1. Dar 


(n Fi 


si este suficient să,obser- 


! 1 op 1 

"Vară Vn+1 x 
vám cá n < /n(n + 1). Sirul considerat nu are limitá 
finită : lim a, = + oo . | 


n= c 


4.16. Demonstrăm prin inducţie că a, = 1 + æ + æ+ 

© tee at]. Pentru n = 1 egalitatea de demonstrat 
devine (1 + æ)(1 + a?) = 1 + @ + 224 a% care este 
evidentă. Presupunem că a, este dat de formula de 
mal sus şi evaluăm ap = (1 + æ)(1 + æ?)... (1+ 

p a?) p t= (1 + a pepee + ata + 
Hat) la eati Aha” e 
de quA tu, E E 35d», 
si deci 4, are forma propusă. Observind acum că a, 
este suma unei progresii geometrice rezultá cá a, — 


4,25 3-1 7 
"UH aa . . .. v 
= si prin urmare, dat fiind că |=|< 1, 
A " 1 
obținem lim a, = —— 
a 00 "Tm iba , 


4.17. Se demonstrează prin inducţie că/şirul (4,)nex descres- 
cător si şirul (b,)new este crescător. Din relaţiile care 


í 2 
. D Be obtine 0,41 (ds T 
; > : Sl » A 5 Wm ME S 
exprimă pe Cusa ȘI Onti dels a 4a,b,, 


„a me AME) RE ic tá 
“şi: deci 2 >1, Retinem deci că b, S bx S 


n+1 
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«ba, < € pentru orice m. De aici rezultă 


cá sirurile (a,)aex (bn)}nex , Sint convergente. Obser- 
vind cá a,: b, — a:b 51 că lim a, = lim b, se obţine 


că cele două două şiruri au limita Vab. 


418. Să admitem că 0 « a « b. Atunci se demonstreazá 
prin inducţie că şirul (a;)«ex este crescător iar (b,)sex 
este descrescător si a, < b, pentru orice număr natu- 
ral. De aici rezultă cá sirurile (&,)uew Şi (0n)jnew sint 
convergente. Trecînd la limita în relația dau = 


— dn t On bn deducem că cele două. şiruri au aceeași 


2 | | ¡ 
limită. Pentru determinarea limitei sá remarcam 
că a, S ——— - « b, pentru orice numar natural. 
"Cu aceasta rezultă că limita comună, celor două șiruri, 

e. ' A2: $t a ' ES, ^ h E “eo. 

a? + b 
este. E es v. T b os] 

a+b f 


4.19. Presupunem, ceea ce evident este posibil că 0 < a < b. 
“Atunci se arată prin inducție că şirul (2,), ex este monoton 
“descrescător, iar şirul (b,)newy este monoton crescător 
şi că b, <a, pentru orice număr natural n. De aici re- 

c zultă că 'şirurile (a, ex Și (b„)nex sînt convergente. Tre- 


2d 


A 


“cînd la limită în relația a441 = * deducem că cele 


. două şiruri au aceeași limită, 


| k 2 E ET Te a " ; .. 1s 
4.20. Deoarece a, & | 257: , : ; k = 1,2,8 rezultă a, < - T 


mr YY 4 (BM LI (9M uuu ix. ego ers codd vs 3 
SM *( e (5) < (5 ȘI 7 < ay sl deoarece (7) <7 


"45 15 5): a 
A " (9M 9 MX 
| rezultá 04€ (S. (6 ) Arátám prin inducţie că. 
a: | | 97-1 (gy | 
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ETT este di Ar la pentru n = 4; sá presupunem 
cá - < à, < 3 pentru orice k=4,...,mnm si să 
J À l í 


t » 9 1 
arătăm cá|—-| «a41-«|-— zi 
$ ni 3 Deoarece a,,, — a, + 


+ à&-1-- An- rezultă a), < Hi s; Hs + AN < 


5 5 


9 1 
«() | 
5 | | | 

CEI LA 9 71 9 y 

La fel se aratá 8 < dis Asa dar B T () 

| 5 

| "ON yl a (953 A 9 
pentru orice numár natural, si deci (5| ^ < Va, «5 

| 5 


n 
de unde rezultá lim Va, e A 
| i: 5 


^ co 


4.21. -— lo I EDUC 2) = loga eTA 


$ k=2 ` k(k + 1) "3 Sn. 


si prin urmare b,=nln | 1--log: ra) 
3 n 


N 


—1-4-log, Lini. 
8 


n= 90 N -— 00 


— ln (1 + log, ^— >: şi deci lim b, = nin + 
3 : 


n lim  , loga dti 
+ log, 7] = in ee 7.” * = lim logi (1 + =|= 


7L no 


3 1 
= log, e?.= 2log, e. 
3 3 


422. à) Avem Y; (E — me 0) hny h + m = 


=] 
= n(n + 1) (2n +1) — nn + na + 1) h n3 deci lim y (k 
G | l 2 fi0 p= 

; | 


— nk + n? =>, 
+ 6 
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b) Avem uw, = — sin — = ————— } sin- sin — 
4 n 2 2n n Bin a =1 2n 2n 
| 2n 
1 si (k — 1)7 (k + 1)7 
= ———— CO = 
sud. A 2n 
nsn" 
n+l)r| . 
iei EL [1 + cos E — cost 5 Psi lim u, = 
„TU n n f c 
2nsin — 
27, 
i Cos — -D'SIn-— 
TS d: 70 2N 2 
= lim == EA 
"29: * 2msin— 
2n 


c) Notám a, = 1? 4-2? “+08? Ba = mn unde 
(Buhex este un sir divergent strict monoton. Pùtem 


. . v g . . Kn 
aplica teorema lui Stolz conform căreia lim = 


bx l qe Da 
ad lim dei i Kn — lim — (n ++-1)? — t , 
>e Rati Pa. tesn p prole pri 
e: à ihi e : Pew MENS T 
n 3e e (1E A aae RSA mE iub 
im Y q AE + Y ] 
tie y | ur n? 1 1) n>0 "PA k 
Dar lim Y Lt 4 = 3 deci putem. scrie 
1-0 4m i 
pt (IT l.-. A71 
n Co à T n? . l 2 lim m 2 | 4 


, n w . : T 
„Se prati ușor cá putem. serie 4, = 2cos —— . Cu acea- 
/ A "ed -i 4 i « d j on+1 


- 


nd 


9 "A" 2 
sta avem de calculat lim NÓ 
»2« 2008— 2c0s— . 2cos—— 
4: ia 93 . o9n+1. 
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T T 
== — 


9nd 9' 


— lim 2, sin 
n= mM 


T 7T 
COS — * COS — *** COS 
22 23 ndi 


sah 


VARIADA 


4.23. 1. Avem A AA e 
i k—1l1., ky 
= — l ue. ¿ 


Să considerăm funcţia. f: [0,1] >R definită prin 
Ha) = + a^, a. Deoarece f este continuă: rezultă 
că f este integrabilă, Riemann pe [0,1]. Să considerăm 
diviziunea 0.— dy < 2% <... < ui L.. ev 


f ; 


ok Vw Y e . 
unde 2, —— cu k =-0,1,2,... n—1 ȘI să remarcăm că- 


n 
pentru fiecare k = 0,1, ..., n — 1 sse mm e B + 
| “in n 
y bos ag 
hd À 
Luînd pu = dară +=, (k = 0,1... n — 1) obtinem . 


| etras dio DR. k—1. ky | 
suma Riemann S, = — V | 1 +| — + xl Deducem 


n>N 


că lim S, = Wi Fade = mna dy» ( 


0 


| N k=1 n 


| A A: m py XU 
2. a + Va -*- +. Vn) =7 Y È . Prin urmare 
n Yn LN B 


: 1 n k | e 2 
lim — — = \ [g de =7" 
„90208 7 2. n . y : 8 
B. y _ A = 1 iS de unde rezultá cá 
pci N + pk Noi 4 kb tse 
| n 
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70 


1 
n è. 1 
lim E MEA \ ua do = — In(1 + k). 
nc pai N + pk A 1 + ka k 


4. ly y sin? dis este suma Riemann asociată funcţiei 
N k=1 n 


Eaa Y 1 
f(a) = sin?ma pe intervalul [0,1] diviziunii 0 < m A M 


cr < E e. 2721 si alegerii punctelor &, € 
n n n 
1.2 . „KER 
€ > £ Ra 3 A d 5. Rezultá cá lim — yX sin? — = 
n n apn no N kzı n 
; C 1 9m. d 
r : n  Sin2n 
= | sinó rada = 1 | sinzndn = = m =- 
T | v2 4 2 
0 


E 2 
>? k? 1] * n 
= = — - ȘI recunoágtem. 


Yn 
5. Ay x 2 ITA sapi _ k 


" | 
sub această formă suma Riemann asociată funcţiei 


Pd 


à | 
fo) == pe intervalul [0,1] diviziunii 0 < 1 < 
— a e le n 


< se <- <>... < -= l] şi punctelor intermediare 


n n | 
: 1 
, k 9 a? 
Ey = . Obtinem n lim l7 n y E LL e da. 
P Pas nii Van cR Sca 


Pentru calculul integralei facem achimbarcá de varia- 
bilă a = 2 — ws, œ e [0,1]. u e [1, 2]. Rezultă 
1 1 va 


"og? v 
| — de = | — 2(2—u?)du = 2f (4 — Au? + ut)du = 


2 1 
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n? y MON SENE SRM 
i (n? + k?) Hae + k? 4 n) 


-iy; 
— ER 
Pp A+) 
n n 
E prin urmare limita cáutatá are valoarea integralei 
1 
r6 TEES da. Pentru caleulul integralei 


1+ a?) (1 + V1 +a) 


facem schimbarea de variabilă a = tgo, æ e [0,1], 
e |0,- | | | 
[os] 


obje : Ld V E e 
0 


di 
1 + æ (1 + VI F a3) 


DO i 
_ (1 + cosọẹ — 1 T l | T 
1 + eoso 4 aq 4 4 
0 | 0.2 cos? + 
. 2 
T 
4 4 
1 Q T 
-4 a( E) 3 62 =F- 
cos? 18 4 2 
1 2 UR 0 
» l ^-—1i E 1^-1 k 
Ha —'— : = — 
Avem Un "NX Re = A Ja si prin urmare 


1 
limita cáutatá are valoarea integralei | ze” da — 1. 
[ 0 
4.24. 1. Avem Dl = (o — Dart ++ DERN + 1) şi 


deci lim a alu iia Mk DE Tai z. 
pol q^ — 1 21 8-1 +4 œ- 2}. “ap 1 e 


— 
— 


271 


CE Scanned with OKEN Scanner 


2. lim ll ee d p i 


21 (1 —a* 1—eP 

— tim ore qa) BOU aere ra) € 

2-1 (1—2)X14-a4- * * ra) la * a”) 
altopi ta p Hap pita 

e»i (1 — (Lao 4 any + 

ret ea sion Cam an GG) >: + 
ers ball) coxa CIO ++ 

ES ^ (cgo? veri) B[r—14--- HD? + 

E | +a a+ 

P bebe] [E24 (011-80 

qp + a5-1) af 

+2+: ateu nap, 


ap 2 


CIE bil 3, 
- 44. 1 1 + 1—Yx+ zy zb Va 
4. lim Dres MEU Ca 


CA 1 4-la x a + wa Ya +, 
4-4. 7 
—lya* +z) _ 7 
m BE 
+Va2) FA : 
A ba Po 1:55, ali TYl—2-Hfü-— s 
t 20 a 40 æ 
dal pres, d 
a o | | 
5. lim VE a FI Vi 2 fx EE ale E 
a d O «0 ala v 4- 14- 
tie) | | 
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LEER Via Va aa _ 
jr te + A ET 


6. lim , 
t0 


5 wa 
EN a —1 La 1 Vila 
= lim 27 ee v 
20 
1 4p — 1 
EET pt = 


a cha tre c0 vo 139 
p orae | — 355 
Vi+e—1 l+1 pe | 5 
p | 
1 
m 4 TO Tu 
o Te lim Em lim = -= — 00 
L>—w0 9w q—-— 0 4 
E 8 4 a 
| 1,1 
' eis 1-1 
2 1 - 2 
8. li Po 23 figs ET 
i-e a + 00 di 2) 3 
9. Deoarece lim (aia) —oo rezultă lim e*-"*+1=0. 
2>—09 q—-— 0 


10. Deoarece lim q = +00 pentru a > 1, iar lim a? —0 


g—-—w 


Yy>+0 , yc 
dacá 0. < as L deducem că lim atss-2 =¡+ oo 
L=>—00. 
dacă a> 1 si lim gts = 0 dacá O<a<l. 
gx? Y 
MERI 
11. lim a“ +! = 0 dex 0 <a < 1. 


12. lim (e > a2+ 2) = + 00, 


c 0 
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inv— l/eosz 1 + sing — cosa 
13, lim Pi+sinz—Veosa _ y, Lt 


x>0 


E; (i20 4 up 
tg; "T dg ¿(/1+sine+/cosa 
2sin 5 (sin — + eos 2) 
^ 2 2 2 
= lim ——————————— = 


559 t5 zi +sina+ cosa) 


14. lim ——— —— Int + 2) = lim dus -|- ay = = In lim 1 + js 
æ 


20 
- = lne = l.si cum lim e = +1 rezultă, ba enata) 
E EL IAS. z—0 æ 
E 15. Notám d —1= y de unde ana = In(1 + y) si 


deoarece 2>0 implicá y>0 avem lim C a 
x>0 æ 


= lim ne = Ina, conform rezultatului picesdent 
720 [n(1 + y) i ZEN I. 


. a” +b? — 2 ar — pr 
lim +a = lim — — E lim = In (ab). 
d 2-0 Qv a0 c b 0 & 
T ds T 
17. lim zz = lim 1 -+ ETE 
£0 9 i 2-0 2 
; T $-2 a+ v2 V" 
z pz — a: pe 7 | 
E 1- a sd a^ 4 ota u Va _ 
o | sin sin ag + sin A 
sin a i L 
18. lim Sin dă + sin ba - = lim.- g 


0 Vi ]- 2 + a? — 20 ere 
e 
lim Sin 42 | Jim Sin ba sin ba D. 


_ 2-0 a "230 mp 


i X 
' F E 
SE L———— = 2(a--b). * 
A ¿ES vU ` 


be 1 
2339: 


tim VI Fa Foii 
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Li 


è T P 
Sinj —— | — SIN æ 


. . eos —sina A 9 
19. lim —————- -— = lim EE JEFE 
= TU -x T 
4 4 


Vosin F — 2) 


s _ 
ina tim Hin gr — y2. 


7 dee Es =0 => 
ez poo ” 
4 
©. l — cos g cos 22... COS NT 
20. lim L 
z—0 a? 
lim 1 — cos g + cos g (1 — cos? g ... cos na) 
$0 | a? 
. l—eos2 ` 
= lim —————— + 
£0 a? TES 1 


1 — eos2a + cos2v (1 — cos8a...cos ma) — 


+ lim — —— 


Per ae E asin * 
n | — eos kæ no. 9 
= y lim —————— = y lim 2 = 
k= 120 a az a 
- y ya ln 1) Qm + 1) 
. 221 a 
. arcsin (1 +22 .7 1 ,. aresin(1- 2x) 
21. lim — (1 F- 22) = lim ——— lim are sin + = 
2 TT 2 TUNE i AT 
mE. 4q 1 2-41 4 X. E 1 -r v 
i 1 1 
= — - lim A = — =, 
2 vy5981n Y. 2 
l n ho _ n l l 
22. lim- log, IL J/ 1 + ke = lim log, IL (1 + ka)" = 
z=0 NL k= ¿0 k=1 
| n ua. E wc "1 
^ zlog, II lim (1 + ha) = log, H e" — log, €. 
EL p] z> hs? 
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4.25. a) Fie 2, 4 v, CU app € A. Sá presupunem f(2,) = 


= f(%a) atunci 2%, +- 1 — 2x, -+ 1 dacă și numai dacă 


O44 = e. Fie y = J(a); y — 20 + 1, avem x= E 
. Q-—1 
deci / P (z)— cd 


— ^ 


b) Fie a2, € RNE. Avem f(v,) = f(v;) adică — 22, + 
+ 1 = — 2%, + 1 dacă si numai dacă æ; v,. Deci 
fa) este o bijectie. 


4.26. a) Explicitind modulele, functia se scrie 


Functia este injectivá. Intr-adevár pentru Uy, É Zz Te- 
zultă f(2,) 4 f(@,) oricare ar fi a real. Se observă că 
orice punct y din intervalul (— 1, co) este marginea 
„unui g bine determinat din (— 1, oo). Pentru ca y e 
„e (— 0, — 1) să fie marginea unui æ bine determinat 


trebuie sá:avem a <=. Deci pentru a < = funcţia este 
| (a m dir So Des ME 


3  bijeetivá. Avem. e | 

| a ` i ' AOS A 

Meo. 50 Qd g og ito "y 

- MM Egg wk + >» æ &(—= œo, — 1) . 

E a oa w IAS E 
+2 : 


» del, 00. 
- deo) 


b) (of) (a) = (fof?) (2) = a pentru a e R. 

4.21, a) Pentru UR Wg Jila) Sar deci KA nu este o 
„aplicație injectivă, Aplicația f, nu este niei surjectivá - 
N deoarece mel un punct din (— 00,0) nu este imaginea 

` vreunul & din R prin f,. Deci Jı nu este bijectivá. 
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42843). Avem y= 


| Pentru 2, A Ly 30, — 2 4 8v, — 2 deci f.(0,) A, (La) | 


deci f„(2) este o aplicație injectii „Oricare ar fi y e R, 
el este imagines uhui v bine determinat. de relatia 


vL 


, deci aplicaţia f, este bijectivá iar F i (2) = 


2 " 
| bs | 
Avem (f, o Jfa) (a) ati (2) = (8 e —2) +12 = 9g? — 

— 120 + 5. Această compunere are sens căci f, 
ia valori în R deci aceeaşi mulţime care este domeniul 

de definiție a funcției fi | 

Ca sá compunem fa o J ar trebui ca f să-ia valori 
in tot R, dar f,(R) = +; În R* putem serie ( Ja JU) == 
2o D eraat pls , 

Rezultă cá funcţiile f, și f, nu sint EU UM 


tow 


— 
— 


aa a u — a 
! (a 2 a) v—a | 
finitie al funcției este: E = [e iit Ju 
aa). 
U (E + eo). 
Dacă f(2,) =f(0,) rezultă 2, = za pentru. orice puncte 


e, si 2, din domeniul de definiţie. . 
Avem: f(E) = E din cauza simetriei. Deci funcţia este 


bij ectivă ` 


se) — f(w,) 


deci domeniul de de- 


PE EI ME EIN 
(+ ay “(au le Ta n A 


< 2, < tp (8) — 


sau 
% -+- a a+ a 
jus fa) > 0 deci f este descrescătoare. 


Dacă ly < X. < 


b) Elementele care. „corespund sînt soluţii ale ecuaţiei 

f(x) = m adică (a +4) 0? — 202 $ (a — q) =.0. Rádá- 
eu a x 0. 

“aka pvo 


- einile ecuatiel sint a = 1, a= 


2277. 
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4.29 Se stabileşte uşor că lim /(v) există si este egală cu 


v-—1 
Ll sus _ l , . i p 
— , Prin urmare dacă a — — atunci funcția dată este 
2 2 
» Y . v 1 é 
continuă în vs = l iar dacă a #- , funcţia nu este 


cuntinuá în a = 1. În celelalte puncte din R funcţia 
este continuă, indiferent de a. 


4.30. Funcţia este, evident, derivabilă în orice punct æ z 0. 


Arătăm că f este derivabilă și în a = 0. Derivată la stîn- 


ga in 2 =0 este 


4.31 


278 


0 z>0 E 


E (0) = limbo — f (0). m 020 
AB z> æ — 
x<0 


Derivata la dreapta în æ = 0 este 


£40)-lm 0 7 00) + pia E? 0 


z20. —O z>0 c 
x>0 d 


Prin urmare 


fy = I oh 
J (æ) -- e 7, 2 >0. . 
a? | e 


Evident cá f" există în orice punct v 4 0 si ca mai 
sus se arată că f''(0) există si este 0. 


. Se vede cu ușurință că f are forma 


E 7" 

eco <0 ' 

de unde rezultá cá f este continuá pe toatá dreapta 
reală, derivabilă în orice punct æ e R, v %0. 

n punctul æ = 0 funcţia nu este derivabilă deoarece 
derivata, la stînga în a = 0 este zero în timp ce derivata 
la dreapta in.» = 0 este egală cu 1. 
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4.92. (2) este continuă în 2 = 
4.39» p=- l, & = 0. 


4.34. Din enunţ rezultă că dacă 2 < u(æ) < 2 Ltd 
e 2 | 


= u(æ) + 2 =sinv +3 adică u(x) — 2 sing + 2 pen- 
2 i 

A uid UE ON uer , 
tru € ULL lar dacá : < n(a) < 8 trebuie ca 
" | 


1 i : Alem 
— u(z) — "in sin +3 eu æ € (0,1) si prin urmare 
2 i - 


dem că: 


. =! 
2s5n2+2,. 2 = [0, are sin] 
(2) : Y T A 
— sinæ+-, & e[aresm-, 1]. 
-8 3 ] 4 


i Funcţia u este continuă pe (0,1) dar hu este derivabilă 


i 


^ . l 
in punctul arc sin P. 


4.35. Funetia f este continuá si derivabilá in orice punct 
din (0,1) eu excepţia punctului æ = 1|2, funcţia g este 
continuă pe (0,1) si dervabilă în orice punct din (0,1) 
cu excepţia punctului æ = 1 |4. Compunind (cu atenție !) 
functiile f si g obtinem | 


1 
2a?, 0 < pe alioi 
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UNE) s sin 2 + : dacă a € [axe sin 1. Conchi- ` 
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Funcţia g 0 f este continuă si derivabilă pe (0,1) cu 


excepția punctului +=. 
€ AS ) i£ 1 
4.36. a) Aven a. lou I god and 
e + 1 
-— F 
nd ez, =1<ue<0 
lI+a | 
fe) |, Durum 

ug *,0« m «1 
l+2 
51. 


În punctul a = — 1 avem: 
nM a l—a2 3 3 
f(— 1 + 0) = lim e = + 0, f(—1—0) = 
i por læ d 5 cd ; 
g< —1 . ; 
D, 
= lim e? = + oo 
a eb sss 
deci functia nu este | continuă în tl | 


` 


Aplicînd regulile generale, rezultă că în orice punct di- 
ferit de punctele — 1, 0 si 1 funcţia este: continuă. 


"În punctul: a 20 


280 


— æ 


fO + 0) = lim 
: > 0 l+- 


g> 0 


e == 0, f(0 — 0) = 


deci funcția este continuă în «e = 0. 
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Pentru 2 = l, avem 


^ e=— | -- 
FA +0) = lim ez=0,  f(1=0) 
eoi +1 
r»]l - 
, 1 ) -— 
= lim e 2—0 
2>1 1 & 
x<l 


deci f este continuă in æ = l. : 
În punctele g = 0 si à = 1 calculám derivatele pornind 
de la definitie : 


l—2 


s (0 — lim ——— z — 0, (0) — 
Í: (0) ms "E Ja (0) 
rdg so f iL 
is AU 
a l— g a 1 
im rt 7 Mg» E oa 
£a = 2-1 Ura = de 
Dub. 21 
; (1). 21 CA ETA 
Ja 0) an (e-1(e—1) 2e 


deci funcția este derivabilă în z'= 0 şi nu este deriva- 
bilă în 2 = 1 (În celelalte puncte funcția nefiind con- 
tinuá nu se mai pune problema derivabilitátii). 


2 m— KA 
LR zare EE caca 
| +1 2 9 | 
e VB asd 5 
5 a LE eue ! Hi 
9-1 9. ; 
J(a) = M 
s, æ>] 
a +1 ' 
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282 


Jl =P 0) 1215, 
| + 0)=-4—al5> 
(8 -9- -ae ws. 
e ica: 


file 0j — 2 


D fee —E— Es 
Deci f nu este continuă în 2» —————— 5 


2 

1415 si v= — 1 și e continuă în a — 1. 
- 20 — 5 —3 
fí1)- lim Y A E, 

eo1- pl 2 

x<1l nd 
fi (1) — lim 2E, E 

(0$ (e + 1) 


Funcţia nu este derivabilă în æ = 1. 
c) Funcţia este continuă în a = 3 si discontinuă în 2 = 


1 


—g are tg ————,eso0 
Era -—2 S. 
Ufa) = | e are tg ——.0<0<Lb0>2 
8r —a2* — 2 | 
o are tg — —— —,1 <a «2 
VP HE ADM | 
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RER 2-7 Ja +0) = -7> 20) ==, 
240) ==" - 

Deci functia f este continuá pe R 

Avem f, (1) = pue hi ye pes, 

fi (B) =2— 3 fi gii 


Rezultă că noa nu este derivabilă în punctele. æ = 0, 
pol şi g= 2, 

e) (0 — 0) = o». f(0 +0) = — 1 
deşi funcția f nu are limită in æ = 0 deci nu poate 
fi continuă. Deoarece f(0 + 0) = F(0) = — 1 functia con- 
sideratá este continuá la dreapta în punctul æ = 0. 
f) Funcţia este continuă în æ = 1 dar nu e derivabilă 


în acest punct si nu este continuă in æ = — 1. 
l^ e+1,<0 
4.31. Avem Jf) = sa=0 


(0+1)87%, 0 > 0 
silim (æ +1) = 1, lim or “z = 0, f(—2)= — 
210 m 


fe) 


. Fig. 4,87 
(d po 283 
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4.39. Funcţia f este continuă pe [0,4] și derivabilă pe in- 


e 


tervalele [0.2] si [2,4]. În punctul a = 2 studiem deri- 
vabilitatea pornind de la definiție. Avem f; (2) =.— oo 
f; (2) = + oo; deci condiţia de derivabilitate a func- - 
tici în (0.4) nu este satisfăcută. În interiorul intervalului 


(0,4) nu există un punct c astfel ca f'(c) = 0. 


4.40. Functia este continuá si derivabilá pe Rsif(0) =/(1) = 


unde c = //3/8. 


— 1. Deci aplicăm teorema. lui Rolle pe [0,1]. Există 
c e (0,1) cu f(c) 20. Avem f'(c) = 1 — 8c? =0 de 


Functia datá este continuă pe [— 2, 1] si derivabilă 


- pe (—2,1), deci existá cel putin un punct — 2 < Cc < 


4.41 


«1 asa încât f(1) —f(— 2) =£) — (— 2] 


Rezultă f'(c,) = — 2 sau 1— ci = > 2 de unde re- 


. 1) Din teorema lui Lagrange, aplicatá functiei f(e) = 


= lng pe intervalul [kk + 1], k € N deducem In(k +. 


+ 1) — Ink — 1 unde: a € (k, k + 1) prin urmare 


EN < In (k + Y= ink < : de unde. rezultá An = 


+1 , ll S | 
=F 1. In(n +1)». inegalitate . care l arată că şirul 


- %21 ut 
(An)new este divergent. | 


2) Insumind inegalitátile - 1 - <Inb+1) — In <> 


pentru k = 12N obținem 1 -+ e.. 1 «In (n4- 
a ai arque. us n--1 


ze ud. SĂ 3 on 
+ 1) < 1 PS += din care rezultă y + tl 
+ —— — nn « ln ntl < iui. mim T — dan 
$1 deci 0 « b, pentru orice n EN si bn 1 < 1 pentru orice 
^ € N, adică șirul (b,)new este mărginit. Deoarece b, — 
n+- A 


wo n- l.. 


. — bau "s In 
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adică șirul (b,)uex este descrescător, rezultă că este 


convergent si 0 < lim L + E + o... e — n n) p P 
| co 7 n 


n— 


4.42. 1) Se consideră funcţia f: (0,00) — R f(a) = a1-* si 
aplicind teorema lui Lagrange pe intervalul [n,n + 1] 
deducem că există a, e (n,n + 1) astfel ca f(n + 1) — 


— f(n) — f'(zv«) care este tocmai egalitatea din enunt: 


Deoarece 2, € (n,n + 1) rezultă lim £* — 1. 


n> 7 . i 
2) Conform celor demonstrate la punctul 1), pentru 
! „a > l, deducem di a - | : ron 
(k--1* «—1l|Kk*? (ll 


pentru fiecare număr natural k. Fie n un număr natu- 


n—i . 

ral oarecare. Atunci an = 1 + — «1-4 - 
| ?-1 2 (k E 1)* pr | 
E 1 1 Ll. f 4 
EORR ANE n EON r 
a — l P h? (k + 1) ali 

1 "] | M, l 

— < 
E pal o. —1 


Așadar şirul (a, )nex este majorat. Deoarece șirul (4n)nen 


este crescător; rezultă cá este convergent. Pentru « x 1. 


1 1. "E 
să observăm cá an > 1 4- A + ++ +-=si deoarece şirul 


| AE 1 1 DE wo 
avînd termenul general 1 + 2 + " este. divergent 


(Ex. 4.41.), rezultă că sirul (à; es este divergeht. 

4.43. Considerám funcția p= [a,b] ^ È definită prin o(a) = 
= (a — a)(a — b) | f(t) dt. Funcția 9 cite. evident, deri- 
vabilă pe [a,b] iar derivata sa este i 


p (2) = (24 — a — b) VO dt LE (a Y alo. 9f) | 
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0. aplicind teorema lui Rolle, 


Deoarece (a) = p(b) = 
e (a, b) încît 


rezultă că există č 


(2E—a— b) fa) dt + (E — ay& — b) JE) = o. 


q 


4.44. Să notăm Tf =F. 


Fie a, un punct oarecare din [a.b]. Aplicînd teorema 
de medie avem: 


Fla) — Fla) | = fa) dt — | f) dt |= | Ma) ati = 


=| æ — æo] |f(Yn) | unde 2, < y, <a (sau 2 < y, < 


< 29). Funcţia f fiind continuă este mărginită si de- 

ducera că lim F'(2) =F(x,) adică F este o funcţie 
LLO 

continuá. Folosind din nou teorema de medie avem 

F(x) — F(x) | 

| — jf(ax) 


= |f(Yz) — (ao) | cu £o « y, « 
L — lo | 


< 2 (sau v < y, S 8o) de unde rezultă că. F este 


derivabilă in. 2, si F'(20) = f(a,). 


4.45. a) Fie funcţia f(x) = a — - — In(1 + æ) definită pe 


| (— Lo). Avem f'(z) = — —' — Pentru a > 0, f(x) < 
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+1 
< 0 deci funcţia este descrescătoare. Deoarece f(0)=0, 
funcţia, fiind descrescătoare rezultă J(2) « 0 cînda >0 


deci z? — ^ < In(1 + a). 
Fie funcţia g(z) = In(1 + a) — a definită pe (— 1,00) 


f a 
Avem g(2) = — $41 < 0 pentru æ > 0. Funcţia este 
descrescátoare pentru 2 >0 şi g(0) = 0 deci pentru 
2 >0 g(z) <0 de unde rezultă ln (14-2) — «& « 0. 


i 
| 
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F 


O UNU IRRD 


" a? ; - 
b) Notám/f(a) = a ry des sin a definită pe (— co, oo) 


a? 
Avemf'(a) = 1 —-- — eos cu f'(a) < 0 pentru æ> 0 
Și f(0) — 0 am Fe) == œ deci f(z) < 0 pentru æ > 0 
EC vă le mile e) i i 
13 
„de unde pu < sin à. 
6 


Pentru g(2) = sin a esa a, g'(a) = cos a — 1 decig'(2) < 
<0 pentru e > 0 şi g(0) = 0 deci g(2)< 0 pentru g >0 
de unde rezultă sin a < a. E 


c) vezi -punctul a). 

d) Funcţia f(2) = a" este continuă si derivabilă pe 
[a,b] şi f(a) = f(b). Conform teoremei lui Lagrange f(b) — 
— f(a) = (b — a)f'(c) eu e e (a,b) deci b^ — a" = (b — a) 
ner i.dara<e<b deci a^n(b—a) < b — a < 
< n(b — a)b"-1. | 


4.46. Presupunem | |. Avem pentru orice a e R 


E (2)dt = E («)dt + | (a)dt = — f f(a)dt + 
EN tay 


În prima integrală facem transformarea t + —t obținem 


f (— t)di, si deci | fad = | (Ka) + 


—a 


1 f(a)dt = — 


4 fc t) ]dt = 0 


a t—7 a 


a 


Presupunem (îi). Sá notăm F(a) = | J(v)dt. Ca mai 
| | | 


| ' | EP: 
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sus obtinem Ps) = | [f(2) 4-(— t) |dt. Deoarece funcţia 


0 
t > f(2) + f(— t) este continuă, rezultă că funcția F 
este derivabilă si F(a) = f(a) + J(— a). Pe de altă par- 
te din ipoteză, F'(a) =0 pentru orice a = R, deci 
f(a) + f(— a) = 0 pentru orice 4 e R ceea ce trebuia 
demonstrat. | 


4.47. Evident că funcţia, identice nulă satisface condiţiile. 
Fie acum f o funcţie satisfăcînd condiţiile din enunț 


2 
şi care nu este identic nulă. Deoarece f/(2) = Y 5) 
rezultă, că f(z) > 0 pentru orice v real. Arătăm cá, 
în fapt f(x) > 0 pentru orice æ. În adevăr dacă 
$(2,) = 0 pentru un anumit ag; atunci pentru orice 2 €: 
e R avem f(2) = f(x) f(& — vy) = 0 ceea ce contra- 
zice ipoteza cá f nu este identic nulă. Deoarece f(v) = 
= f(0) (æ) rezultă f(0) = 1. Să punem f (1) = a, a > 0 


Din proprietatea f | Y ai = flx) f(x) -f (x) rezultă 
i=l 
fina) = [f(v)]? pentru orice æ real si orice n natural; 


în particular f(n) = a” si luînd æ = : obtinem / >) as 
| n n 
1 


n 


—a . Dacă r=*% > 0 este un număr rational pozi- 


a ET - C) 7n 


În continuare sá observăm cá pentru orice a real, f(— 


p | 
q 


T O T 
— 2) = — si prin urmare dacă r = — P este un nu- 
Je) E d 
már rational negativ obtinem Hr) = lo IA Ag. 
E I q pal 
dr 
AP 
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9 


Conchidem că pentru orice număr rational r avem 
J(r) = a". Fie acum a un număr real oarecare; fie (rex 
un sir de numere raţionale convergent către z; atunci 
J(r,) converge către f(v), adică a”? converge către f(x) 
şi cum a" converge către a? rezultă că f(a) = a”. (li- 
mita unui sir, dacă există, este unità !). 


4.48. a) Fie a, astfel ca f(a) = 1. Atunci pentru æ € R 
Ha — to) + f (a) 
avem f (2) = f(a — a + v) = 0 = 
i 1 + f(z— 20) f(x) 
1 fie — x) 
ld + (ao — 20) 
și deci f(z) = 1 pentru orice a E€ R. 


b) Dacă f nu ia valorile + 1 si — 1, funcţia g este de- 


finită pe întreaga axă. Din g(2) = e deducem 
| — fía 
fe M o et . Din condiția pe care o satisface f, de- 


glæ) +1 - 
ducem că g trebuie să satisfacă g(u + v) = g(u) s(v). 
c) Dacă f € E si f este continuă si derivabilă rezultă 
că g este continuă și derivabilă. Conform problemei 4.47. 
g este sau constant nulă sau de forma g(«) = a^. a > 0. 
În cazul nostru g nu poate fi nulă, pentru că în acest 


caz am avea f(a) = — 1 pentru orice æ. Obtinem f(e) = 
e amt. ME | 
E +1 

e" : NUN E t de 

4.49. a) v € | — LM U [1,4- o]. 2 — e punc 
maxim. Dreapta 2 = — l este asimptotă verticală 
j, | 
i im fía) = — o, lim f(2) = 

lim Ha) = — 00. Avem lim Ja) lim fi ) 
gr 

1 
v '8 
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| | V8 2 
= +00. Dreapta y= E | Dex | este asimptotă la am- 


, e) Avem f(2) = | 


290 


3 
bele ramuri. | 

b) Qe (— 00) — 1) U fam 1,8) U (3, Fa 00). Dreptele g = 
—'— 1, x= 83 sînt asimptote verticale, iar y = 0 a- 
simptotă orizontală. Avem lim f(v) = + co, lim f(2)= 


T ES 
= — oo, lim f(a) = — oo, lim f(æ) = +00. Pentru 2 = 
za A) 
—0, f(0) =— 1. ve ——8 + 2/3 este abscisa unui punct 
de maxim iar æ = — 3 — 28 a punctului de minim. 
D, 
- ;,ax0,22z—l 
| æ+ il 
c) Funcția dată se scrie: f(x) =! 0,0«« «1 
| 2 
: s >Il 
e+1 
Deci ae RN ( — 1,1). , 
Avem lim f(z) = — oo, lim f(2) = + co, lim f(æ) = 1. 
s E M 
Dreapta æ = — 1 este asimptotă verticală, iar dreptele 
y = — 2 şi y = 2 asimptote orizontale la ramurile func- 


tiei ce tind spre — oo respectiv + co. Nu are puncte de 

extrem. 

d) ae R— (18) Dreapta y —1 este asimptotă ori- 

zontalá iar dreptele æ = 1 si æ = 3 asimptote verticale. 

Punetele [- 1, 3 Si (5 y — d sint puncte de extrem 
2) 13 

(minim respectiv maxim). Derivata a doua f'(2) = 


a A 
= 2 84 — Ba? — 157 + 28 are o rádácinà in interva- 


(z — Da — 8p | 
lul (—3, — 2) care e abscisa punctului de inflexiune 
| a, æ <—l 
1, —l<a<l 


(22 — 1)?, val 


i 
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f) ae R — (2) Dreapta a = 2 este asimptotă verti- 
cală iar dreptele y = — æ -+ 1, y = æ — 1 sint asimptote 
oblice la ramurile ce tind către — oo respectiv -+ co 


A Funcţia nu este derivabilă în œ = 1. Punctele (1,0) si 
2 


DEEST 


sint puncte de minim. Avem 


lim o) = lim fa) = + o. | 


c2 
<2 es 


g 2 =sR= s fa. V3}. Jim f(z) —— co si lim f(2) = 
= + oo. w _J(a) = lim Sa) = — o, lim f(x) = 


. gt- æt V3 el —V3 
E E Fx) = zu oo. Dreptele v = — y3, a = V8 ;sint 
xi V3 
asimptote verticale iar y = a — 2 este asimptotă obli- 
că. Pentru æ = 0, 2 = —1 şi dad = 5 + V5 obținem 


punctele de extrem. 


Li 


æ — 2 | + |a2+ 22 — 3 e" 
4.50. a) lim Et inca EE 


FINE MG |24+1]+ ze” 
27. — 3 
læ +22 — 31| ..0 
— 2 N 
E iti Ra 
"|«-F- 2| 
—9 
E > Neal 
+1 
— — 1 <a <0 
æ 
sau f(æ) = T | 
lcd i BI O<e<1l 
e 
2. 0m == 
e MARA al 
æ 
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n—2 T. li 20 y T 2—m 
lim = oo. mM Ss oo. lm = 2, 
zt- +1 ey-1N +1 so | 

— æ? — 2,9 + 8 E A — gp? — 9p + 3 
In nnnc cal 00 [Ipfi nter qe ze O); 
eyo a 271 æ 


o? + 2v — 3 
lig 6e eJ 


241 a 

Deci domeniul maxim de definiție este R — { — 1,0). 
Funcţia nu este derivabilă în a = 1 deoarece f;(1) = — 
— 4 fa (1) = 4. | 
b)z--—1.2-0asimptote verticale.. 

y = l asimptotă orizontală la ramura ce tinde spre — co 
y = 2 + 2asimptotá oblică la ramura ce tinde spre + co 


4.51. 1) Sistemul are soluţiile 1, = 2, v, = 8; v, = 3, aa = 


= 2. Asa dar trebuie ca funcţia să admită puncte de 
extrem în 2 = 2 si æ = 3. Deoarece f este derivabilă 
pe E cu excepţia eventuală a rădăcinilor rele ale ecua- 
tiel æ? + æ + B = 0, rezultă că în mod necesar trebuie 
să avem f'(2) =f'(3) = 0, condiţii care conduc la sis- 
temul 40. — ap — 5 = 0, 9 — af — 7 = 0 de unde ob- 


ER 


: 2 
00 -— 2 
4y — 10 


2) functia.f are forma f(z) = ————— ———— , 
) Ha fe) 5(2a2 + 29 — 17) 


- 


g É a LE . Graficul funcției taie axele de coor- 
3 2 5 
donate în punctele | 0, z i | - o) ; dreptele 
l 2 


= RET : % = —1—V85 sînt asimptote verti- 


cale, dreapta y = 0 este asimptotă orizontală la am- 
bele ramuri infinite. Graficul are un punct de infle- 
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Pd 


xiune a cărui abscisá este mai mare decît 3. Tabloul 
de variatie al funetiei este: 


2 2 2 
TEN e o4. L0 
f y 00 dU ar Na alai PILLE 


Graficul este redat in figura 4.51. 


Fig. 4.51. 
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4.92. 


1 
a) Avem m = ———— sa e R— (0,2). x =0, x =2 
| a(9 — a) 
int asimptote verticale. m'(v) = aa zz lo, s m=0 
sin p i Ha — ay 


e 


asimptotă orizontală la ramurile ce tind spre + co 
si — 00, 


3 


w | EA NR | w-— p I qv xm 


|o N -9 [+0 17+0|—o0 # 0 


Fig. 4.52. 


Dacă m < 0 ecuaţia f(v) =0 are două rădăcini reale 
și diferite v, < 0, v, > 2, Pentru m e [0,1) ecuaţia 
are rádácini complexe. 

Dacă m = 1 ecuaţia are rădăcina dublă a = @, = 1 
Dacă m >1 ecuaţia are două rădăcini reale si dife- 


rite in intervalul (0,2). 
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b) Pentru m =0 avem f(v) =1 iar pentru m = 1, 
f(a) = (a — 1). Cele două curbe au comun punctul (0,1) 
care se găsește pe curba (T) a funcţiei f(x). 


4.53. 19. Avem 

2n -8 4A B 
4&?—89 +2 &—l a—2 
(ed aa cg (LH eni tu 

— 8a +2 Jm] m. 

-— 7 

ein DAE, 

a ii | 
| &^--10» —10.— Es C PN, uiu 
ala + 1)? e æ +1 (241) 

2 TE 

-B--1,0-06D-ngl de = 


aw + 1)? 
e sl 10 21 0. 


„cu A = — 5, B=7, deci 


90 


a cl | 
2a + 8 de (eT da 
a | ret (æ + 1)?+1 


LE (+ e | dm 1 o Infa? + 20 + 
) 


(v + 1) (æ + 1?-r1 
+ 2 pi ds ge 


a +2 

K — de = e? 

40 1 - a e 8) da ducti D= «^ + 
(2 + 1)da_ | -af dæ ED 

Tp n2 1 +1 J(e +11 


+ 5g — 2 In(a? + 2a + 2 2) — 4 are tg (e + 1) + C- 
50 1= (0045 + C. 
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60 Facem schimbarea de variabilă æ + 1 = u, du = de 


side | A du. Integrínd prin părţi obţinem I= 
J u 
Qo 8aretg uoc | du _ arctg u Fip tala 
u u(14-u?) 
t i 
— iut + ) + € deci I e PA a. 
2 æ+ ıl 
la 
Vice | 
7? Integrind prin părţi obținem Z = — cosa ln | sina | + 
(m "de, | 
sin 4 


În ultima integrală facem schimbarea de variabilă 


| [costa 
cosa —1i— (p = 
hi 


á 
diss jets 
—1 2 


t—1 
—— | — C. Rezultă 
EM i 


sing 2 
4 1, ¿cos —1| 
I = — cos æ ln | sina | + cos 2 + -In | ————— | 4 C. 
2 cos 241| 
8. Integrám prin părți I = — ia 12?) — T dæ= 
2 l-g? 
g’ v di 2 
T + a) -| odo + | 990 8 e gay ac 
2 | le 2 


DEET, 

— — — æ“ : 

2 2 

9. Integrind de două ori prin părţi obţinem 


I = e*(sin 3a — 8 cos $)—91 de unde I= ł e*(sin 32— 
10 


— 8 cos 2) + C. 


2 x 
10, 7 = -2| cost æ d (cos v) = — = cos? a + C. 
A 5 
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11. Cu schimbarea de variabilă tg “= avem I= 
2 
=> di l n|8t— 1—/10 
243-382 Vo |st—1-+/10 
w — 
BAgh ea 1 V10 


I= yzi WII «la C, 
19 [8tgz —14 Jio 


| -+C de unde 


12. -Se face schimbarea de variabilá tg us fi 
| 2 


13. Analog cu 12. 


14. Integrám prin părţi: u = —}— . n, de = do de 
(a24 a)" 
— 9 IN DA, 
unde du =, v=B Avem. I, == — 
(22 + apr! (z?--a)n 
2 l 2 ED. 
d im n de = —=— ape 2 de 
(paye (ra rapi 
de n e 
I, — —— — + 2n|I, — alui] 
EF. 
sau | 
1 a 2n — 1 
—— ON 
cni aa +a)” 2n — 
Inlocuind n prin n — 1 obţinem 


1 | æ 2n — 8 | 
La a AA ——— ed 
al 2(n — 1)(a? + a  2(n — 1) 
15. Avem a = 2, n = 8 (ex. 4—58—14). 


1 æ l i: AN 
Emme A sp. + 
s dm P "PE | ala: + 2) 
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Ade 1 a > g` 
2 lim f(a) = — o», lim f(a) = +0» im fu) — lim 
>— 0 > 4 00 x — I % e 
fía) = — 00. Dreapta p -—9 este asimptotă verti- 


cală iar dreapta y = “+ 7 este asimptotá oblicá la 


à 27 
ambele ramuri. Punctele de maxim sînt (0,0) și 2 zi 


3 
3 a= 140" — 02 — o — T] de = 1in8 + 2) 
l Wa (@— 2) 4 
7 


3 x d 

i -q=-2 a«a=1 sint a- 

4.56. 2€ R— | — 251). Dreptele w , > ; 
 simptote verticale iar dreapta y = 1 este asimptotá 


orizontală. | 
z |—o —2 —yz , 0 1 YE 4- co 
fet | + + + | + + + 


f(z) 17 +o|— o 70727 to] 470 7 1 
KM NEUE EPR SAA NUN 


f(3)214; f(—8)—8:5. Inegalitatea vezultá din fig. 4.56 
M | ; | 


Tig. 4.50. 
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1—a)a3—ba?—4A(1 —. 
5.97. a) lim f(a) e lim 2 —bah—4(1—a)s--8-F4b — 


a o Ls -+ co (0? — 4 


= 0 de unde rezultă a = 1, b = 0 deci f(a) =-— , 
a?—4, 


b) & = k— {— 22} lim f(a) = 0 deci y = 0 este a- 

simptotă orizontală la ramurile funcției ce tind la + oo 

lim f(z) = — o, lim f(a) = + co, lim f(z) = + co, 
at-—2 


212 
lim f(x) = — O00 Dreptelè æ = — 2? ȘI æ = 2 sint asim- 
œ —2 
—. 62 


ptote verticale f (2) = de unde rezultă [o 


(02 4)? ` 


8 
— 1 punct de extrem. 


] =. —2 o EET BOE. 


f'(x) o 
mure PA O A EA APA A PETER E 


6 6 
e A e| i 3 i i da = 
g?—4 4J\æ—2 ,2+2 
4 4 ` 
3 —2|/9 8 
— m|? EE. 
4. |e+2 4 2 


d) rezultá si din fig. 4.57. Dacá A(v,«) aparţine curbei 
„atunci A4'(— aa) aparţine curbei oricare ar fi « din 
codomeniul funcţiei f. 
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Fig. 4.57, 


A , 1 
4.58. a) a e(—o0.—2)U(0,-+ co). v = — 2,» — 0 asimptote 
verticale y — 0 asimptotà orizontalà la ambele ramuri 


y 


Fig. 4.58. 
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e | -—- 00 — 2 0 + oo 
Tía) o. = | | NN 
Fo) [0 N — 0 | | +0 A” % 0 


b) w, -Y JUR) = y ln E + = y [n(k + 2)—In k]. 


k= k=1 


Reducind termenii obţinem U, = In S deci 
2 
lim U, = To eb. | 


=> 00 


2 
6 
LI - ajiz — (in sds =m? 
| 3 


A 


— 
—7 3 y 
C EE. 
E 
+ 
R IÐ 
No 
A 
S 
| 
HL 3 a 


: 2 ua a: 
4.59. 1. A = | |a? — 82 + 2 [de = — | (02 — 30+2)dz de- 


| E Te JE 
oarece pe intervalul [1,2] funcţia este negativă. Integrînd 


se obţine A = E A 
i 6 


1+V2 _ 
i 3 
1-Y2 | 
(e= ( 
— 1 p —1)p 20 
8. 4 =| Somiedo? ED Mad.) _ p20 
| F : + (n DIES : 


4 : 
5, A = (0442412) dwm — 8 na. 
q 
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3 
4.60. 1. Y = d 2ada = 91 
0 
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2. Fig. 4.60 — 2. Curba se numește astraidá. 


Avem da = — 83 sint cos t dt si deci 
0 T 
V = — 8x | sin?tcos?t di = 8x | sin” cos? dt. 
z 0 5 
: E i ! A 
File 1, = | sin" cos" idi; integrind prin párti obti- 


0 
nem formula de recurentá. 
-mæl 
m+n 


m,n Loa Li 


" "wu 1 1 6 
Cu ajutorul ei obținem că K, = > Fo = E Loc 


_l " 6 4 Yt n 6 " 4 A 2 «Lo si cum 71,9 —2 rezultă 
9 7 5 ” 9 7 5 8 i 
| 2 

Y = 9% 027 

815 105 
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4.61. Ecuatile de ordinul întîi cu variabile separabile se 


pun sub forma y' = f(æ) g(y) sau d = f (æ) g (y) — eu 
æ 


notația lui Leibniz—de unde integrala generală se 
obține prin 


V = | f (æ)dæ + C — unde C este constantă ar- 


8(y) 
bitrará. 
- da ; 
na ; de unde |y| — € (z + V1 + 25. 
2. 4 T" 2 undef -2 En SS + 
sin y a+ +1 sin y a+ a+ 
+ in C. | 
Pentru calculul primei integrale se notează de = 4 
de unde dy = mia si se obtine ET = In|tg 2 ; 
14-4 sin y 2 


__— 
Q 
[Š] 
+ A, 
Q |3 
-+ 
Pl P 
Q 
a 
Il 
=~ 
nn 
Q 
+ 
Y |= 
—— 
e 
-- 
— 
n| 
Tii | 
N 
| 


şi prin urmare integrala generală a 


2 na 
V3 /3 
> g TI 


| E 
e cuatiei este te] C ea ™ “Ta. 


/ 


3. YY 040 si deci | y? — 1| = C (a? + 1). 


y—1 «241 


ydy _ 12 y E. 


= — ——— da ; deoarece = —— + 
gi Lat ei + 1 8 y+1 
1 
PA da | y dy =` — - in | Y +1 | + 
By +y+1 y? +1 3 
2y + 1 


EL (y? + y + 1)+//3 arc tg Va 


. 303 


CE Scanned with OKEN Scanner 


s AL da EA 
Calculul integralel nd í Y + as 


1 1 æ dæ —— 
id — de — ET e 
\ (a? + 1)? — (æ V2)? 2 ) (22) + 1 


: de —- arc tg at = 


E NEP EE N 
NETA 1) (a? — æ V2 + 1) 


M ie € + A 
== — — i 
2/2 2 
| -a TEN a 2/2 2 z dæ — 


P—w|2 Fl J æpay2+1ı 
1 ia 2g — Y2 — 2 , X 
ge d i = lei” 
y el aa are tg a? = 
4/2 Ja? 4- x /2 +1 9 | 
P rd 
4 12 


in (0? + a Va + 1) + 2arcte ( (/2 2 +1 )] — 


TN 

4 V2 

1 a E mai 
Ei aja a2—2a/2+1 
37 [arc tg (2 aa + 1) + are tg (æ (æ V2 — 1)] — 


1 
—-arc tg g. 
2 


Prin urmare integrala ecuaţiei date este 
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- 2y + 1 
lg UV TI Văare tg y + = 


6 (y+1) E: 
a^ + e Jj2 +1 En o (a - 1)d 
= ab dei art aa ts (æ V2 +1) + 
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: — 1 
+ arc tg (a V2 — 1)] — ¿re tg e?. 


5. Ecuatia se serie 
Vp — 1 dy = + Vz? — 1 dx 
Pentru |æ] < 1, | y| < 1 obținem integrala 
arcsin y + y V1 — y? = C + are sin æ + V1 = 22 
iar pentru |2] >1,|y|>1 
yVy?=1—In| y +Vy?=1 =11=C 2 [z-i — 
—in|z t fa$—11] 
4.62. 1. Notám g — y + 1 =z de unde 1— y = 2 şi ecu- 


2 
pes da care con- 


atia dată devine z' = 1 — 22 sau 
l—2 


| Y | | 
duce la |* = Ce^? si deci soluția generală a ecu- 
z-4-1 
atiei date este| — ——4— | = Ce-*: 
e—y+2 


. Notind e + 2y = z rezultă de + 2 dy = dz si ecu- 
i se transformă in 8z dz — (2 + 2z) da =0 sau: 
da — da de unde C |z + 2 | = e*-* adică C | « + 
24-2 | 
+ 2y +2]1=.e310. 
3. Se notează 2% — y = și ecuația se transformă în 


€ 2x-2Ylg | 
| zi — de de unde se obţine | 4 — 3| = a 5 sl 
42 — 8 : 


yy 
deci ¡Se — dy —8]= Çh) 


v . A I — )2 " . 
4.63. 1. Notám ay = u; se obţine æy’ + y — w lar ecuația 
Li 


devine = - — æ? + a? care conduce la Clyl= 
| u e 
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2. Cu schimbarea de funcţie wy(æ) = u(x) ecuația de- 
“vine eu! = uln care conduce la wy = e% 


3. Ecuația devine vu' + au^ — u — b = 0 de unde 


du 
au? — u — b 


+ C. 


mial=-—| 


4.64. Ecuațiile sint de forma y" = f(a). Solutia generală 
a acestei ecuaţii se obţine prin două cuadraturi și anume 


y a) = (fœ d+ C, 

y (e) =| iM (a) de -L-C 4 + Cp Cya = const. 

1. y =| (cos 32 — 5 sin 3a) de + C, — sin 3 + 
? i 

x PORA Cai 

| 1 Bo EE 

y = — ¿cos 8m sina + Caz T Ca: 

l | 1 p 

Y AA A DO Cai 


V 


1 "XE 
8. y =e Vola a sin at Co t Ca 


5.1. Ecuatia unei drepte paralele cu (d) este y — —-0 + 
+ m. Această dreaptă intersectează axele de coordo- 


nate în punctele A E 0) si B(0,m). Punctele 0,A,B 


nd 


| 
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5.2. 


| | 0 0 1 
formează un triunghi de arie 4 dacă 4 = + pte 0 1|, 
2 


de unde rezultă m = + AL Avem deci două drepte 


(d4): yoo 48 sl (d;) : y as aay ni AVE 


paralele cu (d) si care formează cu axele de coordo- 
nate triunghiuri de arie 4. 


a) Ecuația unei drepte oarecare ce trece prin 4(3,— 1) 
este gy +1= m(a — 8). Această dreaptă face cu (4) un 
unghi 450 dacă -~ 


m EM F 
=1, 
XE 
1 | ! 
de unde rezultá m, 2 Mp = — T. Deci cele două 


drepte care fac cu (d) unghiuri de 45% au ecuaţiile: 
(dj): æ — Ty — 10 = 0 si (d): Tæ + y — 20 =0. 
b) Dreapta (d) intersecteazá dreapta (d,) in punetul B 


(3, — a iar dreapta (də) in C i A 
25 25 | 25 25 
Dreapta (dz) care trece prin B si este paralelă cu (d) 
are ecuaţia y+ = = — 7| æ — E: jar dreapta 
d(,) care trece prin C si este paralelá cu (d,) are ecuatia 
332 1 7 3 
— — = | € — — 
25 Y 25 


Dreptele (d,), (do), (dy) si (d) formeazá un pátrat cu o 
diagonalá dreapta (d). 
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5.3. 
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Fie punctele 4(a,:0): D(b, kb). C(c,.c5), dreapta variabilă 
ce trece prin C de ecuaţie y = X(v — u) + €; şi pe ea 
punctele M (m, Mm — a) + Co), si N(n. Mn — c1) + c;) 
Perpendiculara in M pe OA, dreapta NM” are ecuaţia 
y = 0 şi intersectează dreapta OB de ecuaţie y=kux 
în M'(m, km). Perpendiculara în N pe OB, dreapta NN” 


are ecuaţia y = = (v — n) + Mn — €) + Ca si in- 
tersecteazá pe OA în punctul N (n + kX(n — a) + kb,0) 
Dreapta M'N” are ecuația 

(m — m)km = (km — y)[n FM kMn — a) + kb — m] sau 
(n — m(km — (km — y)(n + kb — m) + Ak(a — n)(km— . 
— y) — 0. | 

Punctul fix C’ va avea coordonatele v» = m, y = km. 


. a) Cercurile sînt tangente în origine. Fie y = At ecuația 


dreptei variabile ce trece prin origine si care intersec- 
tatá cu cele douá cercuri ne dá coordonatele punctelor 
P si Q. 


z( 4 4X | | 10 10) | 
IL 14) Ure 144» 


Tangenta in P la cercul (C4) are ecuaţia 

4 AK 4 

Qd -—-—9—32 ^ + = 0 

14M CPR 1 +A? 
iar tenganta în Q are ecuaţia 

10 10) 10 Y 
— — E + y—5 E + 2$ eo 
142 — 1-422 1+2? 


Notînd cu m, și m, coeficienții unghiulari ai celor două 
tangente ayem 


»—li — 2A2—1 
2) 22. 


b) Dacă M este mijlocul segmentului PQ avem 


— 
— 


Mo 
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i A ta ^ 
M | cti aa - |. Eliminind pe A între cele două coor- 
4: 14») | 


donate obtinem ecuatia locului geometrie : 
æ? + y? — e = 0 


TN ; ia SĂ 
care este un eere ce trece prin origine si de rază — 
2 


5.5 Pie 4(d, da), B(b,,5,), C(c,c,). Ecuația dreptei OA este. 


geb OB: y Y; OC : y = Ëe. | 
în by 1 

Dreapta BC are ecuatia 

a—b,_ y), 

€1— b, Ca — bz 


Fig, 5.5 


Intersectínd dreptele 04 si BC obtinem coordonatele 
punctului M : 


albia — cub 
Mid m 103) 


ay(b, — ca) + ab; — Ca) 
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5.6. 
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a,(bıCa — Cola) . 
a(b; — 61) + ay(bs — Ca) 


Analog găsim : 
by(c1dz — 02) 


Y = 


N: Qe. = , 
i b(t |= a) + balCs — (2) 
Ya = b,(c,43 — aco) 


n bac. — aa) + bic — la) 
_ Ca(ub2 — b,0,) 
"ea, — b) + coa — ba) 


ci (Ab, — biao) 


3 


P: e 


iod cy(a, —b,) + Ca, — ba) 
Calculînd determinantul 
| €1 Ya 1 
D =| 25 yl obtinem D = 0. 
23 Yz l 


a) Avem B'(0,—b), afs, o) , qi 2) . Dreapta BQ 
are ecuaţia (p — 2b)g — ay + ab = 0 deci . 
Dreapta. OQ are ecuaţia pe — ay = 0, iar 4'B' : 20% — 
— ay — ab = 0. l | | 


1 ab 

Avem p—2b |. 
p —a 0 
2b —a ab 


deci cele trei drepte sînt concurente in punctul 
ab pb | 
a —p E): 
b) Cercul circumscris triunghiului ABP are ecuația 


ala? + y?) — (a? + bp)» — a(b + p)y + bp=0 lar 
ecuaţia tangentei în P la cere se obțin din ecuația 
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AS — AAA ——— 


cercului prin dedublare : (a?+bp)æe-+a(b — ply+áp* - 


b 
—abp=0 si are coeficientul unghiurilor map = s 5 
2 
Trebuie ca mar = — , deci Ale sil + =- de unde 
MBA a(p—b) b 
2 
rezultá p = E 
a? LE b2 


c) Seriem ecuația unui cere ce trece prin origine 
n? + y? + ma + ny = 
Dar A aparţine cercului deci m = — a. 


A : a 
Tangenta in A la cere are ecuaţia ax — 2 + a) + 


- p y — 0 ecuatie ce trebuie sá reprezinte dreapta AP 


9 


. a 7 a“ . s . . . 
deci- =- sau n=— iar ecuaţia cercului se scrie 
Poa P 


2 
g? — y? + ar + “y = 0. 
P 


d) Avem T (o. Lx iar ecuatia tangentei ín O la cer- 
cul (c) are ecuaţia pæ — ay = 0., deci coordonatele punc- 
tului P sint n= — E s Y =— A Eliminînd p găsim 
locul geometric al Santia Pi y? = — ag. 


5.7. Secanta variabilă care trece prin M are ecuația y = 
= m(a — 1) + 3 unde m este un parametru real va- 


riabil. Avem A” eui, ; o) , B(0, 3— m) si n d 
m 2 9 
, , 3 — 3 
Dreapta AC are ecuaţia y = A a „3(m — 3) 
6 —m m — 6 
deci nfo, 8(m — 8). 
m — 6 
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Dreapta OM are ecuaţia y = 3%, deci paralela care trece 
| A 3(m — 8 

prin N, la OM are ecuaţia y = 8% + m (1) 

Ecuația dreptei AB este y = m(n — 1) + 8 (2) (tocmal 

secanta variabilá. Din (1) si (2) rezultá coordonatele 

i at , 6 Add J . Locul geometric al 

m — 6 m —6 


punctului Ei 


punetului P se obtine eliminind parametrul m între 
coordonatele sale: y = 62. 


Locul geometric este o 
dreaptă care trece prin origine (Fig. 5,7). 


Fig. 5.7 


5.8. a) Cercul are ecuaţia a? + y? — ma + (m — 2)y =0 
ds: = - Deci locul geo- 


b) Centrul cercului este Clm, 


metric al centrului este dreapta a + 2y — 2 = 0. 
c) Ecuația tangentei într-un punct M,(oYo) al cercului 


este ay + YYo — (n + no) qe "(y + Yo) = 0 


2 


. 912 
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5.9 


Deci tangenta în 0 are ecuaţia ma + (2 — m)y = 0 iar 


tangenta în A : (2 — m)a + my — 2 = 0. Unghiul celor 
două tangente este : 


m m — 9 


| m—2 m 2(m — 1) 
gec poai | 
A m „m — m(m — 2) 

m — 2 m 


Dacă a — 450 atunci 2(m — 1) = m(m — 2), de unde 


m= 2 +//2. 


| WO i a al/3 " 
. Considerám .4(0,0), B(a,0) deci Cis: —5-| » afiind 


| 2 
latura triunghiului echilateral. Notind A'(2,4) avem 


a a/3 
Fu Duc —L«2—k L dnd 3 _ ak|a 
D—k 21-80)  i—k - xk — 1) 


pe Vs 
deci ras O 
2(k — 1) 2(k — 1) 
E a : aV3 | 
2(1 + k) 9(1--k) d 
Dreptele 44', BB' si CC au ecuatiile : 
AA' (3 kn + (2 — ky — 0 | 
BB': aV3 n + (a — 2k)y — a2/3 = 0 
CC": 2/3(1 — kje + 9(1 + iy — 2/3 u = 0 
E | 2—kh :0 _ | 
al'3 "^  a—2k — aa =0 
| 2/80 — k?) 2(1 + x?) — 9y8a | 


deci cele trei drepte sint concurente. Intersectind două 
dintre ele obtinem coordonatele punctului 


, 


k Analog se obtine 


Avem 
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Ma pS | 
2(k*--k —1) 2(4* + k — 1) 
a(k — 2) ak3 
Tată y — > = — 
b) Notàm e= zap y 1) Y 208 k— 1) 
de unde * = : c iar k = Wer. MP expresie care 
y  k|38 y —V3x 


înlocuită în æ sau y ne dá ecuaţia locului geometrie 


5y? — 3a* si, a/3(y — V3 a). 


c) Ecuația unui cerc ce trece prin origine este 
22 + y? + ma + ny — 0. Punind conditia ca punctele 
B si C să fie pe cere gásim m — — 4, N — — ys deci 


cercul circumscris triunghiului ABC are ecuația 
a 
z? -+ y — a» —,-y=0 


Punînd condiția ca punctul M să aparțină cercului gă- 
sim ecuația în K: i 


k(k? — k — 1) = 0, ko 


"T 1 
cu soluțiile k =—¿— * 
Ps 2 


5.10. a) Fig. 5.10. Dreapta (d) are ecuaţia a = 2. Fie y — 
 — mæ secanta variabilă AP, deci P(4;4m). Intersectind 
dreapta AP cu cercul, deci rezolvind sistemul 
g? + y? + 4e —0 | 


y = ma 


obținem e| sa a] Dreapta BQ are ecuaţia 


1 +m* “1 +m? 


. æF 8 
y =— T de unde rezultă F [^ ==) . 
m m 


Avem CP. CR = — 82. 


9814 
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Fig. 5.10 
` b) Dreapta AR are ecuația y= e a] care inter- 
m 
: | > r[ 4m 8m : 
sectată cu cercul dat ne dá L . Determi- 
4 + m2 4 + m 


nantul format cu coordoriatele ia P,L, B este 


4 Am 1 
—4m? 8m — E 
4--m* 4-Jm | 1 
dl o 1 
Avem RN: y = += și PM: y — 4m. 
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: —8 —8l . 
Deci n= 5] si M( —2 m?, 4m) de unde 
qm? m 

—2m? 4m 1 

4. åm 1 NT 

8 

"P A 

m? m 


c) Dreapta NL are ecuația 
(4m3 + 8m)æ + (mé — 2m? — 8)y + 8(m? + 2m) — 0 


care este verificatá de punctul (— 2,0) oricare ar fi m. 


5.11. a) Ecuațiile celor două cercuri se scriu 


5.12. a) Ha:m—A H,:y= 
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(C): a$4- y= Ri; (C): 04 — 212 — Ey + N —0. 
unde coordonatele centrului cercului (C) sint | A 5) 
Axa radicalá a celor douá cercuri. are ecuatia i 
220 + Ry 4 X — R?—0 


b) Locul geometric al punctului M se obtine eliminînd 
parametrul A între ecuaţiile : 


| 212 + Ry 4-2? — RE? = 0 
æ= | 
si este arcul din parabola Ry = R? — a? situat deasupra 


diametrului considerat. . 


PT 


À A 
(a + 2) deci ortocen- 


ESE T. | 
trul este H t „Locul geometric al lui H este 


parabola a? = 4 — 8y. 
b) Parabola are virful in V | 0,4 | si trece prin punctele 
| 3 


B şi C. 
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5.13. a) Punctul de pe elipsá este 4(a cos 9: b sin 9) iar tan- 


genta AT are ecuaţia ba coso + ay sin 9 — áb = 0. 
Ecuația unui cere ce trece prin focarele elipsei F(c,0) 
F'(— c0) este a2+ y? — 2)y — c? — 0, X parametru 
real. Trebuie ca distanta de la centrul cercului (0,2) la. 
dreapta AT sá fie egalá cu raza cercului deci 


| aXsin o — ab | 
e ERE 
la? sin? o +5 cos? g | 


de unde rezultá 


Rum à?b sin 9 + (a? sin? p+ b? cos? q) 
M2 — . 


b cos? o 


Existá deci douá cercuri ce trec prin focare și sint tan- 
gente dreptei AT de ecuaţii : 


4? + yY? — 2y — c* — 0 si 024 y? — 2,4 — c? — 0. 

b) Cereurile determinate la pet. a) intersecteazá dreap 
: - 1 — sin 

ta AT in punctele ra a y J sl 

COS Q 


r [41 98$. = ) puncte ce se găsesc pe drep- 


cos Q 
tele y =b şi y = —b. | 
c) Fie 0 unghiul dintre cercurile determinate la 
do iii c? 
a) Avem cos 0 — EEE EEE Pe 
i: VOS — c?) (33 — c?) 
2a? sin ct sin? o — bt 

Dar 4 E sb d re 

j b cos? 9 b? cos? y 

um QS y 
zultă cos 0 = "- 


— F: "em 
Dacă a = 02,0 = z iar cercurile sînt ortogenale. 
îi 
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5.14. Fie A (24; Yı) si B (Lo, Ya) unde Yi = Di» 1 = 1,2 


j 


Di - 


> Lı + ls Y; +1 
punctele fiind pe parabolá. Avem ie 1 : ^ 


2y = (Yı + Ya) _ T¿— 7 
20 — (24, + Lo) Ya — Yı 


iar D a + po); Dar C eru o) deci lungi- 
2 


iar ecuatia dreptei CD este 


mea segmentului C'D — p. 

b) Coborind din A perpendiculara pe axá in P si luind 
PM = ČD = p, rezultă cà AM e normala in punctul 
A iar AT, perpendiculara in 4 pe AM e tangentá in 
A care intilneste axa in T. Mijlocul segmentului T'P 
este virful parabolei. ! o. 
c) Fie E proiectia lui B pe axá. Avem PC’ = C'E si 
PM = CD = EN = p, N fiind intersecția normalei in 


B; deci MD = DN. 


5.15. a) Avem C E H si ecuaţia dreptei AB: ! + m 1-20 


deci ecuatia dreptei CD va fi y— A = a [a m >) 
2 A 2 


O [8 1A) CR . 
iar D F xu deci cercul ce trece prin cele trei puncte 
i E 3 —)2 
- va avea ecuaţia a? -+ y? — G um d æ — Ay = 0. 
2 6 
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b) eria cercului determinat are coordonatele 
— "X A ^ EVA A 
of eana A Eliminind A între coordonatele sale gá- 
! (a | 
sim y? — H — 8x. Deci locul geometric este o para- 


bolá cu virful in. punctul ve 0) si care are direc- 
4 J 


toarea a =-=, 


O I0 
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. . 8 . ^ 
c) Directoarea parabolei este y =%. Inlocuind In ecua- 
2 


o 


è o b AY AER A 
tia cercurilor obţinem (y — 5) = 0 adică y, = y, = e 


deci dreapta este tangentá acestor cercuri. 


5.16. Fie o dreaptá de ecuație y = ma + n. Dreapta este 
- tangentă parabolei p, dacă, ecuația 2? + 2pma + 2pn = 
= 0 are rădăcină dublă deci dacă A = p(pm? — 2n) = 0 


z5 m? A . ; 
de unde rezultă n — P!" Deci putem scrie ecuația 
TN 2 


» : 2 . 
„unei drepte t: y = mz LER . Polara punctului M(osB) ' 
în raport eu p, coincide cu £, deci an — p(y + B) = 
2 
= ma — y 4 2 de unde — =p = =a 
| 2 m m? 


Locul geometric cerut se obține eliminînd pe m între 


aceste egalitáti, Deci «? + 28p = 0. Locul geometric este 
parabola p,. 


A 
9.17, a) Avem A0:. Y ==, .C (2,0), D (— 2,0 Si 
| Vo +4 be 
2=8 
24 Viza 
Locul geometric al lui M se determină eliminînd A în- 
tre ecuaţiile dreptelor 40 si BD. Se obţine elipsa 


Dia 
À 


; xu | 4 
T aunt de centru (5,0). 


— | | Y g+ 2 A 
e = == @, AC T ame e ar locul 
i 20; M epa 1724 eea" 
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geometric este elipsa "r 


5.18 
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A (ys) 
c) Cele două elipse sînt simetrice faţă de Oy si sint 
tangente interioare cercului q? + y? — 4. 


. 1) Fie 4(a,0) si M(0.m) cum variabil. Atunci se gás 


seste uşor că N are coordonatele a = a + m, iar p are 
coordonatele 2 — 4 + m, Y = 4. Rezultă că N descrie 
dreapta y = 2 + a, iar p descrie dreapta y = a. 


.m--a 
Centrul C al pátratulul are coordonatele v, = nta ] 
m0 * . 
e == si prin urmare C descrie dreapta y=2. 
Dr 


2) Ecuatia cercului circumscris pătratului AMNP se 


pune sub forma a? + jy? — av — ay — m(a + y — a) = 
— 0. De aici rezultă că cercurile AMNP, cînd m este 
variabil, formează un fascicol de cercuri, fascicolul gene- 
rat de cercul æ? -+ y? — ax — ay — 0 si de axa radi- 
cală de ecuaţie a-+y—a=0. Raza cercului este 


l y "P --— 
d -ys la?-- m? de unde se vede cá raza minimă 


Le Rus hus 
este Tj = z- ° 
2 


Cercul are ecuația a? + y? — ag — ay = 0. 


3) Se obține A'(0,a), M'(m,0). Ecuațiile dreptelor AM 
$1 AM" sint me + ay — am = 0, respectiv ag + my — 
— am = 0. 

Eliminind parametrul m se obţine y = æ, deci Q des- 
crie prima bisectoare. | 
4) Condiţia ea patru puncte coliniare P,.P,.P,.P, sá 


'or M ox 09 P 
formeze o diviziune armonicá pe =-—L2B3 segmen- 
; Pı P4 Pa Pa 
tele se consideră orientate) este echivalentă cu 
2 (Xis Vas + Va Va) = (o, + as) (03 + 24) 2, fiind abscisa 
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punctului P (i = 1,2,3,4,). Abscisele punctelor U si V 
se obţin din ecuaţia 22? — 2ax — m(2x% — a) = 0, 22? — 
— 2a(a + m) + am = 0 si notîndu-le prin æ, si c, avem 


am A : 
Za + Z = aM., Bat = "x Abscisele punctelor O si Q 


2 i A i 
si cu aceasta se verifică ime- 


sint a, =0 şi 42 = 
a + "n 

diat relatia de mai sus. 

5) Ecuațiile tangentelor în punctele A si M se obţin 

prin dedublarea ecuaţiei cercului. Ele sînt r(a — m) — 

— (a + m) — a? + am = 0 şi respectiv g(a + m) — 

— y(m — a) — m? — am =0. 

Eliminínd pe m íntre aceste ecuatii se obtine locul geo- 

metric căutat: æ + y —0 l 


5.19. a) Dacă ABCD este un paralelogram cu diagonalele 
AC si BD, atunci este cunoscut că 4B?2+ BC?+-CD?+ 
+ DA? = AC? + BD?. Fie acum ABCD un patru- 
later cu diagonalele AC si BD care satisface relația 
de mai sus. Fie 4(a,,a,), B(b,,b,), C(c,,c;) D(d,d,). Expli- 
citind conditia datá dupá reducerea termenilor se obtine 
a a+b? +b d d dd dio di—2a,b, —2ab,— 
eare se pune sub forma 
[(a, + e) — (di + d1)]* + [a2 + 63) — (b; + d)]? = 0 
Gat bd dy i da + Ca _ba+ d 
2 2 * 2 2 . 
ceca ce arată că segmentele AC si BD au același mij- 
loe si deci ABCD este un paralelogram în care AC si 
BD sînt diagonale. 


b) Fie ABCD un patrulater si M,N,P Q mijloacele la- 


turilor 4B,BC,CD,DA. Agas» + deonrene MNPQ 2 
paralelogram si M.N — PQ — p ; NP —QM = ey 


fo 


^N 


din care rezultá 


pi 
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4 

+ 
4 

1 
4c 
LI 

| 


rezultă 2(M.P? + NQ?) = AC” + BD?, de unde conform 
celor demonstrate la a)se impune concluzia din enunt. 


5.20. 1. Sá alegem sistemul de axe rectangualre æ Oy, O 


fiind mijlocul segmentului AB, A si B să fie situate pe 
Ox, A(— a0), B(a.0). Dacă Ta și 7, sînt razele celor 
două cercuri din enunţ atunci Ta", = 4. Punctele 0, 
si O, au coordonatele a = — ay = Ta» respectiv d = 
= ay = r,. Ecuația dreptei 0,0, este a(r,—7;)— 20y+ 
+ a(r, + rj) = 0, de unde rezultă că distanţa de la 

i a(Ta + Ta) E 
(n — ny 4- 4a? 


— 
— 


0 la dreapta 0,0, este - d. = 


(r, v rus Ta) + 4 Tap + e 


: tangentă cercului de diametru AB. 2). Ecuatiile drep- 


telor 40, si BO, sînt Y == (a + a), respectiv y=— 


Y . . A A "wd .. . 
— 2 (y — a). Eliminind pe 7,7, între aceste relaţii și 
! 2a P i 
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rar, = a? se obtine — +, 2—1=0 


B 


Intersecţia dreptelor 40,» BO, descrie semielipsa— 
| ; | q 


"T 


E Es ri 
p —1=0, y 290. 


G) 


8 Coordonatele punctului de tangentá al celor două cer- | 


a(r, — Tp). E 2. Ya Po 
ure A se 

tni mb 
între aceste relaţii si Par, = a? se obţine a? y? = a? 
deci punctul de tangenţă a cercurilor este pe semi- 
cercul a? + y? = a?, y >o. | : 


curi sint a = . Eliminind pe 7,7; 


ls a > - =a. Prin urmare 0,0, rămîne 


THE 
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5.21. 1) Fie y — a = m(x — ajo dreaptá variabilá care trece 
prin C. Se obtine El a ea — a), F(— a, a — 2 am), 
m : 
I(— a, a — m). Ecuatia dreptei El este (2 — mjm — 
21 — M)y + am? + 2a — 2am = 0. Se constată cu 
ușurință că distanţa de la 0(0,0) la dreapta El este, 
independentá de m, egală, cu a şi deci El este tangentă 
cercului înscris pătratului ABCD. 2) Ecuația dreptei 
BF este y + a = (m — 1)(z — a). Intersecţia dreptelor 
Go MIL E 

BF si EI este de coordonate z — Nhu ciun A y = 


: m? — 2m + 2 
am* — 4am +- 2a . T 
Ro AR și se verifică faptul că acest punet 
m? — 2m + 2 


se află pe cercul circumscris pătratului ABCD. 


5.22, 1) Ecuatia tangentei paralelá cu directia m este y = 
= ma + Vam2 + b?. Punind condiția ca dreapta 'sá 


treacă prin P(2a,0) se obţine m = + Y si ecuatiile 
: m 


.tangentelor din P sint y = —= t— ¡=8l y = 
Me Vias n y = ae ys y 
x | — un a NEL . Punctele de. tangentá se obtin din 
b. — aJj(8 ya | Et ad 
i ph uy! s. 0b. 2b .a? y 
r 2 +% — 10, y=— t — -gL +“— 
“sistemele 253 w y Y ys ys paie 
f di Fe EEG t a 8b 
.1— 20,4 = —= 2-37 3 se obţin ES 3r 
2, y a y Vs? : | 2 2V3 | 


"T£, 8b ) 
3 2 2/3 | 
2) O dreaptă variabilă care trece prin P are ecuaţia 
y = m(a — 2a). Această dreaptă taie elipsa în R şi Q 
fie R(2,:Y1) Q(v,,y,) Ecuațiile tangentelor în R și Q 
OR TA. | Pa Js oq — 
sint 2 4 Vi — 1 = 0, 24 10 
NE, p? Š a: 
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A afla locul geometric al intersectiei acestor drepte 
| revine la a elimina pe 2,41» Uo»Y, între aceste relaţii 
4 cu condiţia cá (2141) (ay) sînt intersecțiile dreptei 
y = m(a — 2a) cu elipsa. Din cele două relaţii avem 


2 2 mp 2 em. ww : 
y= a ee a Aem gs) de unde z = 
a^y, Q^ (Ja 
a*(3» — Ya) _ a° mha — à) 40 


Ys — ty Mau (e, — 2a) — mazda, — 2a) 2 
în consecinţă locul geometric este format din semi- 
dreptele situate pe drepte de ecuaţii z = : in  afara 
elipsei. | DT 
3) Evident că punctele T si T" fac parte din locul 
geometric. | 
5.23. Fie 4(a,0) B(a,b) si y = ma dreapta (d). Atunci N(a, 
ma) M M b | . Simetriea dreptei (d) in raport cu OA 


este de ecuaţie y — — ma. Se obţine -Q (a, — ma), 
P| 2 , b |. Ecuația dreptei NP se pune sub forma 
m y 


y(ma + b) — (ma — mb)a — 2mab = 0 (1) iar ecuaţia 
dreptei. MQ este y(ma — b) + (m*a + mb)r — 2mab = 
= 0. 2) Eliminăm pe m între (1) si (2) adunind cele 
douá egalitáti; obtinem dupá simplificare, bz + ay — 


— 9gb — 0 care reprezintă o dreaptă paralelă la dia- 
gonala AC dusă pin B. 


5,24. 1 Fie y = m| æ - ecuatia coardei dusá prin fo- 


car, unde m = tg a. Această dreaptă intersectează para- 

bola y? — 2px = 0 în punctele 4A(%,,y1) B(a2>y2) unde 
i» Uy Se obtin din ecuatia 4 ma? — 4 pa(m? + 2) + 

+ m?p? = 0. i 

Deoarece AB = /(2,— 21)? + (ya — Y)” = 


-___—— — —————— 


^ V(m,— a Q F m) = Ves F 21)? — 4 exeo] + 0) 
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2 2 2 
tinind seama de a! + a, um > (Us =£ rezultă 
m? 
2 2 o P 
AB = Du pu. dar sin?x = si deci AB sin? 
m? | 1 + m? 
a = 2p. 
l1 _sinņ?« 1 _ cos?« . . 1 E, nec 


— — H 1 . 
AB 2p ` CD 2p ` AB CD 2p 
3) Locul geometric este directoarea parabolei. 


5.26. 1) Asimptotele curbei sînt axele de coordonate: æ = 
= 0, y — 0. Fie (2999) un punct arbitrar pe curba 
C: @° Yy =4?. Ecuația tangentei în acest punct la 


M a? . 
curbă este y — yy = — — (€ — «,; tangenta taie axa 


0 
Oz în punctul (2x0) si axa Oy în punctul (0,247). Aria 
triunghiului considerat 2,9, = a?. 2) Fie M (2,9) 
Mi(2191) Ma(22y2). Dreapta M, taie axa Oz în punctul 
A de abscisá 2, + a. Rezultă că MM, si MM, deter- 
mină pe axa Oz din segment de lungime | 2, — c, |. 


5.27. 1) Punctul fix este mijlocul segmentului AB. 
2) Locul geometric este o dreaptă paralelă cu axa Oz. 


5.28. Fie parabola y* = 2px. Tangenta în vîrf este dreapta 
æ = 0. Fie punctul P(«,f). Ecuația unei tangente din 


P la parabolă este y = mæ + - - unde f = ma + z- 
| m 


Segmentul determinat pe axa Oy de cele două tangente 


duse din P are lungimea PB 1_1 


2|[m, Mo 
my sînt rădăcinile ecuaţiei 2m?a — 2mB + p = 0. Cum 


y . 2... 9 a 112 
| m, — my | = [(m, + ma)? — 4mmy) 11? = kra 


unde m, şi 


x? 


ȘI mm, | = CY rezultă | = [g? — 2p«] ? adică fp? — 


— 2pa = l. Locul geometrie al punctului P este o 
parabolă. 
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6.1. 


^ 6.2. 


63. 


13 

k 

[ 
Te 
4 v 
dy. 
t 

] 

$ 

; 

$ 

în 
LU] 
$ 

x 


6.4 
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P = P(E, U E, U Es) = P(E) + P(E) + P(E) 


Din cele 1 000 piese putem alege la întîmplare 100 piese 
in Œ, moduri. Numărul cazurilor favorabile ca din 


cele 100 piese extrase 95 sá fie corespunzátoare deci 


sá fie din cele 900 piese fárá defect este 
Co Ciis o = Cho Cuv 


E - C35, C 
Probabilitatea cerută este p = —— — — 


Cies 


Bilele din urnă formează o mulțime de 10 obiecte din 
cáre putem alege 5 in C$ moduri. Fie g probabilitatea 
de a nu extrage din urnă nici o pereche de bile cu același 
număr. Între cele cinci bile extrase poate să nu apară 
nici o bilă albă C$ grupe, să nu apară o bilă albă în Că 


. grupe, două bile albe în Cs grupe etc. Deci numărul 


cazurilor favorabile este 
Ce + C$ -HiCs -+ C$ + Ci + Cs = 2%, 


25. [25 
da r palea 
Cs, EU: 


Probabilitatea ca ín prima grupá sá avem un loz 
cistigátor este (schema bilei nerevenite) : 


ac 
Co 
Dupá formarea primei grupe au rámas 150 lozuri dintre 


care 3 cîştigătoare. Probabilitatea p, ca în grupa a 2-a 
sá avem un loz cistigátor este 


Probabilitatea cerută va fi P —p,.ps + ps 


CE Scanned with OKEN Scanner 


6.5 Fie q, probabilitatea ca dubla șase să nu iasă nici o dată 
iar q, probabilitatea ca dubla şase să iasă o dată . Avem 
(schema urnei lui Bernoulli) | 


19 yo 199 1 
— DRA , = Ci — —. 
da E ds 020) 20 


iar 


1910 19) 1 
P=1=9-9=1-(P) - e T 
| A E 20) 20 


6.6. a) Fie p probabilitatea de a extrage o bilă albă înaintea 
unei bile negre. Probabilitatea p va fi suma probabili- 
tátilor de a extrage o bilă albă prima dată sau după 
extragerea a 1,2,8... bile roşii. Dacă bila extrasă nu 
este reintrodusă în urnă | | 


m 1 n ` 
b nd md muri mEscri d^ 
l ERES n E 


SRT ETET drena an 
b) 


n in ln 5 
PTUm*adi (mia mac 
ico cos 


6.7. Dacă E, este evenimentul care constă în faptul cá pri- 


mul elev a spus adevărul iar E, mti m a spus 
jo: - P(E) P ` 

adevărul atunci p = (E,| Ej) = EM . Dacá 
à | 

p,(k = 1,2,8) sînt probabilitățile ca elevul A, să dea 


A 1 5 
. informaţia exactă atunci p, = p= P(E,), pa = 2m 


| 18 41 0:18 
cT a pi = PE — + Deci p = 
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6.8. Fie E, evenimentul care constá ín extragerea unui bi- 
let cîştigător după extragereaa % bilete. Dacă E, 
este evenimentul: „între cele Æ bilete extrase s sînt 
cistigátoare” avem 


$ k—s . 
C'n Cam + 8 = 0,15. 
P(E,) UE C: 
0, s>m 


După k extrageri au rămas n — k bilete din care m — 
— s cistigátoare, m > s. 


P= PEEL) ==—.: 
| : n—k 


o T ane EGE m — $ Dor | 
deci P(E) = Y =2=.. , unde C5, — 0 dacă 
(E) 2 "EXE E Me | 


s > m (formula probabilitátii totale) 


| m k C m = 
sau P(E,) == Y: — 
l ( i mn à da 
k | m 
Dar Y Cata CE, = Ci, deci P(E,) =”. 
s=0. n 


6.9. În ipoteza (1,) în care în urnă au fost k bile albe (k = 
= 0,1,...2), notind cu E evenimentul care constă în 


extragerea bilei albe avem P(E | I; )= para deoarece 
n 


1 | s 
PU) = —— | = k 7 = 
(1,) iE deci P(E) 2 PU) P (E | 1,) 
_ n+2 

2(n +1) 


6.10. Fie 4, evenimentul ca scrisoarea k sá ajungá la des- 
_tinatorul ei, k — 1,...,n 
Avem | 
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P=P(U de) — X P437 Y; PANA) 
c=1 i<j 


: 

n 

+ à PANANA)-+ i (=) P (IA 
t<i<k i=1 

Tinind seama cá sint n! moduri diferite de a introduce 

n scrisori în n plicuri si pe o scrisoare sá fie scrisă a- 

dresa corectá, rezultá cà 


P(4, = M1D!_1 
n! n 
Apoi P(4, (4j) = P(A,) P(A; 14) = 4-22, 
| | n! 
em | n 
P(A; NA, NA.) -e-3! si ~ P( Nas] == 
^. k=-1 n! 
Deci | 
P=C1 &—12! ad AA LA 
n | n! n 
d en (— 197 1 
| n! 
sau 
1 1 1 1 
P=1==+= por. 
"TÉ T n! 


. a) Fie A evenimentul care constă în extragerea unei 
bile albe. Tinínd seama de faptul că bila poate fi extrasă 
din oricare din cele șase urne rezultă deci 


A = (ANU) u (4n U) u (An U,) 
deci P(4) = P(A n U) + P(A n Us) + P(A n U,) 


sau P(4) = Y: I(U;) P (4 | U; 


í=1 


c 
Dar P(U) =>» PU) 5. PU) = 
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2 3 
PAU) - 5; PU Us) = P4 |U;) ^ 
8 8 5 
.,. Rezultă Pu uis Eq. AER SE od 
85-8 2 8 6 5 720 
b) Formula lui Bayes ne dá P(U, | 4) _ PU) P(A |U) 
P(A) 
1,8 
as Bi, Aj SP, 
967 367 
720 


6.12. Avem două ipoteze: i) — piesa e luatá din grámada 


cu piese necorespunzátoare sau (Z) — piesa e luată din 

grámada cu piese corespunzátoare. Fie 4 — evenimentul 

„prima piesă e corespunzătoare“ — Avem P(1,)-- 
8 


PU) => si P(411)=7> P(411) — 1. Deci con- 


PU, 14) = 


| | A 

form formulei probabilității totale P(4) = E + 1) = 

Dupá prima verificare probabilitatea ca grámada sá con- 

țină piese necorespunzátoare este 

PU) PAL) _8 
'P(4) 7 


N 


iar probabilitatea ca grámada să conţină numai piese 


“corespunzătoare este P(I,| 4) = E 


.830 


Fie evenimentul B — ,la a doua verificare piesa e ne- 
eorespunzátoare* si dacá p, si pa sint probabilitátile 


ipotezelor 1, si Z, dupájverificare atunci p, = i P = 


EE 1 Ju 
=T p(B | I) m1 p(B]1,-—0 
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Deci es Es e 
7 4 2 


eol 


6.13. Ín ipotezele I;i: primul student e în anul I sau Z,: 
primul student e in anul II notám evenimentul 4: 
„al doilea student învaţă mai mult ca primul“ si B : „al 
doilea student e în anul III“. 


Avem P(,) =, PU) =, pA |) = 
n —1 "»—1 
— l 1 . 
; P(A|I, == P(A) = 
A A e ai 
[m(n; + 2j) + nang], P(A n B) = - deci 


n — 


—_M + n 
l -n—1 


6.14. a) Se aplicá schema lui Bernoulli pentru p 


— == 
q e 


= Ca = = : iar probabilitatea cístigárii a 5 partide din 
8 este P(8,5) = C$ MI . Rezultă de aici că E y 

25 8 4 82 
deci e mai probabil să cîştigi 8 partide din 4. | 
b) Probabilitatea de a cîştiga. nu mai puțin de 8 partide 
din 4 este l 


E PE MS IS | 
; P 4,4) =- — — re babili 
P(4,8) + P(4.4) , + PAT lar probabilitatea de a 


cistiga nu mai putin de 5 partide din 8 este P(8,5) + 
98 3 
+ P(8,6) + P(8,7) + P(8,8) Se = 
E 


: 93 
Evident — > —. 
256 16 
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Probabilitatea ciştigării a 8 partide din 4 este P(4,8)j=- 
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6.15. a) Se aplică schema lui Bernoulli : 


P(100,8) = C$, (0.002)? (0,998)°? 


10 10 
b) P = Y, P(100, k) = Y, Ck, (0:002)! (0,998) 1? -* 
k=1 k=1 


6.16. Se aplică schema lui Poisson. Notínd cu p; i = 1,2,3 


probabilitatea de a extrage o bilă albă din urna U, 
5 | 


2 , 
(i = 1,2,3) avem p, E ui ps = lar Q; = 


tlm 


slopp (i= 128) - i 
Vom calcula coeficientul lui a? din 


I (pi æ + d): 


i-i | 
95:11 5 X, P1.1 17 
Deci P —-.-.- Zu orn dp dom le. Menu JO 
e 602816 2 36 
6.17. 10 p = 1 — q unde q este probabilitatea ca cele aa 
E e ll E $ 
bile extrase să fie de culori diferite. Avem: q = Ca Z 
10 
T EET 00 y ; a(10 — a) 
deci p = 1 ——, Dar 2+y=10 deci p=1- ——————. 
a paid 4 AT 
ré 
Dacă 2—4,p--—. 
EE ET: 
T" 2 — 10 E 
29 p(x) = Pa aci e minimală pentru 2=5 şi 
4 
5) =-~, 
l pl = | | 
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30 Dacă 2=0 în urmă se vor găsi numai bile roșii 

iar p —1. Dacă æ= 1 în urnă avem numai o bilă 

albă deci vom putea extrage două bile de aceeași cu- 
2 


loare roşie deci p = 2 =" „ Pentru 2 = 9 şi æ = 10 


. .. . . 10 * 
avem situaţii similare cu æ = 1 si 2 = O. 
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6.18. 10 a) Fie 4; evenimentul:ca în extracția de rang i 
(0 = 1,2,3) sá avem bilet de algebră. 
P(A, n 450.45) = P(A,) P (4; | 41) P (4; | 410 45) = 
_10 9 8 6 
22 21 20 77: 
_ Co Cà 
C3 l 
20 Fie evenimentele : A — primul bilet este de algebră ; 
B — al doilea bilet este de trigonometrie ; C — al treilea 
bilet este de aritmetică. 


P(4n Bn C) = P(4)P (B| 4) P(C|4 n B) = 
„10... T. 5 75 


— —— O — 


“29 91.920 182 


b) P 


6.19. Variabila aleataore E poate lua valorile 0,1,2,...,10 cu 
. probabilitățile (schema bilei nerevenitá) 


k 10- x 
P( = k) = Ch Cm 3 k = 0,1,....10 deci 


CB 


q ° CE Co" 3 k = 0,1,...,10. Ă 


ve 
6.20. Verificarea se încheie la piesa k dacă k — 1 piese sînt 
rezistente iar piesa k nu rezistă. Dacă t este cifra ac- 
cidentalá a verificărilor atunci 
1 ]y- A, | 
| P(E-k)-—-2.t-— 3 =5(5) | R= 112... 
5 5 515 


Deci putem serie următorul tablou 


1.2 8.k 
Esla a e. £7 
o 
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Obs. : Teoretic numárul vérifióktlor poate 1 fi infinit de 
mare dar lim P(6 = k) — 0. 


k> o 


6.21. Fie E evenimentul care constá ca în n extractil să 
C? Ca: Ca E 


n 
10 


nu se obţină bila neagră, atunci P(E) = 


a (10:= RAD =R — ny? — n) . Atunci probabilitatea ca prin 'ex- 
9 . 10 

tragerea a n bile cel puţin una să fie „neagră, este 
1 — (10 — n)(9 — n) 9? 10. Condiţia impusă, conduce la 
inecuatia n2 — 19n +48 <0a cărui soluţie este n € 
e (456//58910 } 

Dacă în fiecare zi a lis şi-ar celebra ziua de naștere 
cel mult trei elevi din clasă ar rezulta că cel mult 1 095 
de elevi ar face aceasta. Deoarece sint 1 906 rezultă că 
o zi în care sá existe 4 sărbători. lie e este 1. 


6.22. După cum se SER = ca e] | | si 
An e Cupa cit e Deal a+b a +b 


E : $ 
si prin urmare, în ipoteza a = b, x= y» 


Pa = Tay 
deducem îi | 
Pı 0 9 (a. bg(a — ab — 9) s 

P2 (a + by (a +b} asb {a+b — v — y); 


— 
— 


_ (oala _(a—a); 
27 . a7 (a p) afa — a) so 2 as 
de unde se vede că p, < p egalitatea realizîndu-se dacă 
și numai dacă æ = 0.] | 
6.23. Evident  « æ sa. Fie n = n(a) numárul de extrac- 


ţii efectuate pini la obţinerea a a bile albe. Deoarece 
în mod sigur după æ + b extractii au fost scoase c 
pile albe rezultă că a € n < « 4- b. 

Fie E, evenimentul care constă în faptul că RSR 
Y ia valoarea n. Atunci E, = An N B,, unde 4, constă 
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în obţinerea a € — 1 bile albe din n — 1 bile extrase, 
lar B evenimentul ca la următoarea extracție să ob- 
ținem o bilă albă, 


z—1 nx I 
Prin urmare P(4,) = a Cp” si P(B,) = i eap 
Caro | a+b=n+1 


de unde l 
E... n—z naL 
PU in a 007, adi? 
! ar a+b=n8n+1 


6.24. Să notăm cu a,b,c,d, numărul de cartoane însemnate 
„cu A, B, C, D, respectiv după extracţie. Evident a, b, c, d, e 
e (0. 1, 3, 4) i 
„Fie E; evenimentul a cărui probabilitate este cerută 
. la punctul i). . | 


1) Atunci P(E,) = P(a = 1)n (b = 1)n (c=1)n (d=1)= 

— Dri 4: Ca. Ci 64 k 
C5 455 Ww 

2) Fie E, evenimentul contrar evenimentului E,: E, 

constă în faptul că după 4 extractii nu se obţine nici 

un carton cu litera A. Aplicînd schema bilei nerevenite 

rezultă că y | 


CQCL 99, e. t 
= — si deci P(E.) = 1 — P(E.) = 
3o, 91 deci P(E) = 1— P(B) 


P(E,) = a 
16 


Fie E, evenimentul ce constă în obţinerea a trei car- 
toane cu aceeaşi literă, iar Ez evenimentul ce constă 
în obţinerea a patru catoane notate cu aceeași literă. 
Atunci E, = E, U E; U Ej. EE Es fiind incompati- 
bile. Rezultă P(Ej, = 1 — P(E,) P(Es — P(E3) si 


Ca Cy — 48 


" , = 4 . —— > lar P Es) = 4, 4 
deoarece P(E;) CC 156 (Es 
| | 842 
„Ci Ca _ | se obține PIE) ===. . 
Ci, 455 455 
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4 Fie E evenimentul care constă în obţinerea în primele 
trei extractii a trei cartoane însemnate cu A si F eveni- 
mentul care constă în obţinerea la extracția a patra 
a unui carton însemnat cu litera D. Atunci £, — En 
F. Atunci P(E,) = P(E) - P(FI|B).: 


Dar PE) A. E. Z iar P(F|E) — 5. . Deci 


18 


1 
PU — UB 


6.25. Să fie A evenimentul care constă în uciderea animalului, 


7.1. 


336" 


B evenimentul care exprimă că animalul nu este ni- 
merit de nici unul din cele n gloanțe, N, evenimentul 
care exprimă că animalul este nimerit de ¿ gloanțe 
(1 <1<m). à 25 

Avem P(A) = P(B) - P(4]B) + P(N,) - P(AJN;) (1« 3 
<i <n. unde A semnifică evenimentul contrar a lui 
A, iar P(E|F) reprezintă probabilitatea condiționată a 
evenimentului Æ de evenimentul F. Tinind seama de 
datele din enunț avem : 


P(À]B) = l, P(B) = t -i) -(*z.) ` P(N) = 
MEC 


k” 


PAIN) = 1 — 1 — 1 —1 de unde P(4) = 

m m i 

4 2 (k-1*2- ik 
k” 


(k— 1)” 
k” 
— 1 


si deci P(4) = 1 — 


(= UM y y 
þh”: si m = k” 


bd . . 1 
1) Se găseşte imediat 0,,, == Un» n = l, 2... V= ! 
9 


Pa] 


2 i 1 y? . 
ȘI cu aceasta v, = B pentru orice n = 0, 1, 2,...; 


; 1 y 
prin urmare Un = (5) +1 
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4.2. 


1.4 


. 


2) lim u, = 1. 


n 


3) Inegalitatea din enunt este echivalentá cu > < 


1 , 
< es care se realizează pentru n > n,— 7. 


1) Arátám cá a, < an}; pentru orice n natural. Pentru 
n = l afirmaţia este verificată. Presupunem «, , < a; 


. 7 i - ——û —A, -1 — . 
atunci = = (|/2) " t. ». deoarece V2> 1 ȘI A, — 
a 


— à, , > 0. Din principiul inducției complete dedu- 
cem cá à, < à,,, pentru orice n. l 

2) Se demonstrează prin inducție cá a, < 2. 

3) Deoarece şirul este crescător si mărginit, rezultă că 
este convergent. Trecind la limită în relaţia de recu- 
rentá dată rezultă că, a fiind limita şirului, trebuie să 
avem a = (2) de unde se obţine a = 2 ¿lim a, = 2. 


n-- 
1) 2) Arátám la început cá e, > 1 pentru orice n = 
= 1, 2,.... Evident a, > 1. Presupunind a, > 1 atunci 
; : < 1 1 i 
rezultă imediat că 24 = z(a + A > 1. Folosind 


In 
această afirmaţie arătăm că şirul este monoton des- 


crescător. Din 1 < 2, obţinem 1 « a? si deci < 


25 


< (e unde? [ss tz] < Za adicá Ey] < Eno 
2* n 2 Qn 

3) Fiind monoton si márginit sirul x, este convergent, 

Trecind la limitá in relatia de recurentá datá obtinem 

cá limita sirului este lim a, = 1. 


no- 


1) Fie z, un punct din R. Pentru ca f să fie continuă 
în ag este necesar si suficient ca pentru orice şir de nu- 
mere reale (z,)uex convergent către a, să avem lim 


Ra) = fa). 
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Fie (z,) un sir de numere rationale 2, — 2; atunci 
f(%,) converge către a$ — To; dacă (v,) este un sir de 
numere iraționale convergent către ty, atunci f(x) con- 
verge către 0. 

Prin urmare dacă a, este punct de continuitate al func- 
tiei f, în mod necesar avem a — a = 0 de unde a, = 
= 0, sau % = l. 

Pentru a arăta cá f este continuă în z = 0 si în 2 = 1 
folosim următoarea lemă : fie f : (a,b) + E o funcție si 


fie a, € (ab); Dacă pentru orice sir (z,) de numere * 


rationale convergent către To a, € (a,b) pentru orice 
n si dacă pentru orice sir de numere iraționale (y,) conver- 


ent către Loy y, € (a,b) pentru orice n, există limitele . 


lim f(2a) lim f(y,) si sînt egale; atunci funcția are li- 


n0 . . ; i 


mită în punctul zọ Demonstrația lemei. Arátám la în- 
> A . . v t tr A . . 

ceput că, în ipotezele lemei, dacă (ra) (7)-sînt șiruri: 

de numere rationale (iraționale) convergente la xp. 


atunci lim f(r,) = lim f(r,).. 
)$-» 0 n- 


o 
În adevăr, şirul (75, ră; Tb Tas... s Tas Tao +...) este un gir .- 
de numere raţionale (iraționale) convergent către 2, şi 


prin ipoteză există lim f(r,), unde (r,) este şirul de mai 


fi —» oO ) , l 
sus. Deoarece f(r,) si f(ra) sînt subsiruri ale șirului f(7,) - 
rezultă că trebuie să avem lim f(r,) =lim f(ra) = ` 


= lim jf(r,).. 


n> o 


Fie acum (@,„) un sir arbritar de numere reale conver- 


gent la ag; astfel cá pentru orice no există m > My. 


si există n, > ny astfel ca 2,, să fie rational şi %,, sá 
fie irațional (adică șirul (z,) contine un subsir de numere 
raționale si un subsir de numere iraționale). Arátám 
că f(a,) este convergent. 


În adevăr, fie (2) subsirul rațional al lui (£a) si (22) 


subsirul irațional a lui (%,), si fie 1=lim f(%)= 


n-» o0 


lim Haz) / — | 


Fie e > 0; există astfel n’ cà n > n' implică He) —*. 


— i < e, există n” astfel că n > n” implică | f(z) — 
—lj| <e. o | 
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Punínd n, = max (n', n" } avem atunci |f(a,) — 1| < 
.< e pentru orice n > ny adică lim f(2,) =1. Din de- 


, " n— o 
monstratie rezultá si faptul cà limita lim f(x,) cu 
nom ' 


£— vg arbitrar nu depinde de sirul v, convergent către 
ty. Lema este demonstrată. | 


Folosind rezultatele anterioare lemei si concluzia lemei 
rezultă că f este continuă în u = 0, si æ = 1. 
2) Trebuie cercetată derivabilitatea funcţiei f numai în 
punctele a — o si a = 1, deoarece în celelelte puncte 
J nu este derivabilă, nefiind continuă. Avem 

fa) — f(0) — | æ? — a dacă a este rational 


—————— 


a —0 O dacă æ este irațional 


Folosind lema demonstrată mai sus deducem că există 

ue — j(0 "T i E E ard 

lim Ft) — f0) = 0 şi deci f este derivabilă în g = 0. 
w0 æg — 0 

Apoi 


Je) sra E dacă a este rațional 
æ — 1 O dacă a este irațional 


de unde se obţine că f nu este derivabilă în æ = 1. 


+75. Se constată că f este continuă pe toată dreapta. 
Pe mulţimea (— oo, —1) U (—1, 1) U (1, co) funcţia este 
derivabilă Rámine de studiat derivabilitatea în punc- 
tele ari 1 sl 1. 


: Avem | 3 : E. ET 
ta AE 
"D d B — 1 AY 2) = li : — - = 1 
fel X) n PEU 0) (AR FI 
LN DAMM CE ECTS RET: 1. 
$) = lim AD lm LL 2. 
E Ja (= i aed i—(—1) .—3t-4-1 
A t>-1 s E m 
deci f este derivabilă in. £— — 1 si f'(—1) —1 
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La fel arătăm că f este derivabilă în punctul ¿=1 


sfü)-—l 
Cu aceasta putem serie 

— i , i (— 00 » TIG 1) 
J'(t) = 1, te[-1,1] 


to, te(1,00) 


Se observă că f’ este continuă pe A. 


2) Pentru a e [0,1] e e [Le] si deci f(e”) == : j 

iar e? € E , 1 | si deci f(e^ ^) = e *. Prin urmare 

1 ít | 

y (e^) da =f A da care se calculează făcînd 
Ke) EA I) E 

subsütutia = u. Se obţine 


7.6. 


1 


N_N nmi (5 l Ja 
ee?” + 1) uu? + 1) ` u? wu?--1 
0 1 


1 
ale * dle | 
= —- “—2arctgu: =2 —2—2arctge +”. 
wil ^- |1 e 2 


1) Domeniul maxim de definitie E constá din multimea 


soluţiilor inecuaţiei e — >0, 2 4 0:E =(—00,0) U 
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32 
Cd 
U — ' 00 
3e 
2) Asimptota oblică către + œ este y = mæ +n cu 


m = lim/2) „n —lim [f(e) — ma] în ipoteza că ambele 
n28 æ i co 
limite există, si sînt finite (Analog pentru — oo). 


Avem m = lim 
> ca MH 
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„Același rezultat se obţine pentru æ tinzînd la — o si 


i 3 1 Ă , 
deci dreapta y — ~ e este asimptotá oblicá cátre — 
e 
— oo si către + oo. Dreapta a = > este asimptotă 
Be | 
verticală deoarece lim f(1) = — co Dreapta v» — 0 nu 
a | 
> — 


3e 
1 


z» — 
este asimptotă deoarece lim f(x) = 0 
z—0 
1 


e 


8) Ecuația are soluția z = 2e T . 4) lim f'(a) ==. 
e > 0 . 


NN 


9 
1) Avem y' = tarne n i de unde (1 + à?) y' = 


(1 + 23) Viza: 
o n | cate prin derivare conduce la 2 æy’ + (1 + 


Via 


2/1 + 22— (22 + 


1 + a2 

E ay + 220 + any = WS „adică (1+ a?)*y" + 

+ 22(1 + a?)y' + y — 0 de unde (1 + a?)*y" + 2a(1 + 

pay = 272 adică, (1+ 0*)y" +22(1 +0?)y'+y=0 
1 + 2 E A 

a eto O O pene 


pal 1 este asimptotá orizontalá la 


= 2. Dreapta y = — ) rizor a 
RENA — i drepte y — 1 este asimptotă orizontalá 


1) Ta 
+ ay” = 1 + 2% de unde (1 + 
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i 1 = 
la ramura + oo. Punctul | E n y5 Jeste un punct 


minim absolut al functiei. Derivata a doua are rădă- 
-8 — Ya —34+V41 


„cinile — CN A abscisele punctelor de 
 inflexiune ale graficului. Tabloul de variaţie al func- 
- tiel este 
—8— V4l.- 41 41—38 . 
p E o RN Sale a a 


Fig. 7.7 


349 


add 


CE Scanned with OKEN Scanner 


3) Remarcám că pe intervalul [0, 2] (a) > z—2 si prin 
urmare aria domeniului plan márginit de curba repre- 
zentativá şi segmentul care unește punctele în care a- 
ceasta taie axele de coordonate este dată de 


2 2 Sy 2 
47 Uz atu mimi | 2| 
a (o — asi pi 
VI +? | ^W + a? s | 

și F V E A Y. 
VIT AU | (æ — 2)dz = cra S SURE 
E A | 


0 
2- 


+F -e |- s-a in(2 + V +2 = 


= 1 + V5 —21n(2 + V5). 


7.8 1. Funcția considerată este definită pe toată dreapta reală 
pentru orice a real. Pentru ca f să fie derivabilă pe tot 
domeniul de definiție este necesar si suficient ca g? + 
+ (a — 2)æ — a + 2 să fie strict pozitiv. pentru orice 
æ real, ceea ce exprimă în condiția (a — 2)? + 4(a — 2) 
< 0 de unde se obține a € (— 2, 2). | 


3 
2 Pentru a = 8 funcţia are forma f(x) = ya? + a — 
— 1, a € R. Graficul funcţiei intersectează axele de 


| —1+V5 
coordonate în punctele A(0, — 1), B | EU , 0 ) , 


cl i EA, Dn , lim f(a) = lim (a) = + co. Graficul 
nu are asimptote, Funcţia f este continuă pe R, deri- 
| — 1 — V5 ie REN 


vabilá'de orice ordinfpe R| | pes > si 


f 
d 
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; TÚ 1 rr 2(a* (U 8 
f (a) = BENE. muri a t ijf (2) = — HELME 


, 


3 V(@ + e1) . 9 (a? + a — 1) 
ar cs 
ve rii SLU, : LLL Y de unde rezultá cá f are 
un punct de minim pentru cz = E a cárui valoare 


3 


5 a - 1 
este — || y” f este ax. deserescátoare pel — 00, E 
si strict crescătoare pe| —5500 |;pe| —g > 


pila | f este strict convexá, iar pef — 00, 


E = d U | Le + E s 00 | f este strict concavá. 
3. Pentru a e (2,2) 4 — a? > 0 si avem 


da . dæ . 
IATA 1 DE E E 
Ja? + (a—2)a — a +2) iata | E -2 e a 

| 2 ure A 

da 
[poH 
2 
arc AS și prin urmare 

J4 — a? P Va: 
3-0 | 3-a 
"2. Ta” 

! 2m + a — 

| e = AU EC e 

Pla V-a V4— a? 
—a a 
2” nd 
= "9 ME NN 

| 4— a? Sua 
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4.9. 1 Rădăcinile ecuaţiei P(w,a, b) = 0 sint, în condiţia 


dată, de forma 2, =u-— 8r, (y = U — 3, 2¿=U+r, 
v, = u + 3r. Notind æ, + v, — s, z,2, — p, v, 4- y= 
= $', Lat = p' atunci avem s + s' = — 1, ss + p+ 
+p = 1, sp" + s'p = — a, pp' =b. Cu aceasta dedu- 


: 1 1 l , 
cem ea u = ==, == >s 8sm nlp 


4 4 2 


, 


oo | Ot 


3 5 1 S 
. & =- , b=—, @ı =  —-(1-- 80, 
8 64.” Fi 


1 i 1 A 1 ; 
la = —=(1 + 2), 23 =—-(1 — 2), 2, =—“(1 — gi). 
2 zi ), 23 zu 2 ni ) 


2.3. Facem transformarea 2 — 2 = y, @ = 2 + y; 
atunci P, (ay) = Qa (y) = (y + 2)^ + (y 4-23 eee 
see + (y +2) +1 = y” pi 4 0-2) + 

YA 268a 22 Ct) + cs + y (1 Ch 2 

C1. 22 4o Cu 2973 y (0:22) + 2" 4 9»-i Te. 
Pa pd. 

Rădăcinile polinomului Q, (y) sint y; = a, — 2, 

i= 1,2,.... Nn, si prin urmare 


n 1 " 1] > Ui Va -+ Via Vies Yn 
n = y — = Í=1 . 
IS 22 iiy Yi Yo»... Yn 


Folosind relaţiile lui Viète rezultă că - 


àu ° Ya sa VJi—1 Yi+ı ... Un = 

= (—1)'? (142034 22 C$ + ... + 2% C1) si 

Yi Ya + Ya = (—1)” - (1 +2 +... + 2”) si prin urmare 
1 fe BO EG ho b gr CA, 

E 424. +2" 


n $ 


$ asi 
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Pentru a ealeula suma $i k + 2*-1 observăm cá putem 
k=1 


n " n | n 
“serie Y; k. 2*1 — Y, | 3) = Y, (an — 2-1) = 
k=1 k= k k=1 


„Aşa dar $$, = — 


| : 230. fia 


. mai mică valoare a funcţiei fiind f 


E 
n 
= n 2^ — Y 9531 = n. 2" — 2^ 4-1 —2" (n — 1) + 1. 


k=1 
2” (n—1)+1 


9u+l — | 
. on — 1 1 1 
Atunci lim Sa => de lim 2 e 1Y+1 Ic E n 
n>o N - n (goes ER: 1j 9 
` | ; 49 
Pentru n = 4 se obține S= = er 


N 


a 

1 + a? + (1 -| gy 

strict descrescátoare pe (— co, 0) si strict crescátoare 

e (0,00). Punctul + = 0 este un punct de minim abso- 

lut (f(0) < f(a) pentru orice E EN M al functiei, cea 
0) = In 2 


* eges i-r - 


pentru æ 0 si deci 


— 


vo +a + [2| (1 + 222] 


Y Bill = e pte A EE pentru ui 0. 


z) — «[ + a+ a (1L a] 


Deoarece e? = 2: [v + (1 + 222] rezultă că | 


2-00 | Al] + g'(v) = 


— aa + /1 +a) 
1 
tira 


A A a 
æ VIF æ (2 +1 + e? 


= 0 pentru orice v > 0. 
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3. (ef? -— — 4? + 1. A arăta că polinomul din enunt 
este divizibil prin æ? + 1 revine la a arăta că i este ră- 


L] w . > 


dácina a acestui polinom, ceea. ce se verifică imediat, 
4. Tinind seama de forma funcţiilor f si g ecuaţia de- 


! - . 7-1 COS Y 1 COS « 
vine după transformări ya pură tc = na > 
| eos « | sin « 


pentru « e (0.2) se reduce la tg a o și deci 


e 
T * & : 
part pentru a (E, z), punind te, = t se obţine 
ecuaţia 2. 3. ¿8 —¿1 +1=0. Studiind această eeuatie 
eu șirul lui Rolle se constată că ea are o singură rădă- 
eină reală, situată pe intervalul (— oo, 0). De aici re- 
zultă că ecuaţia trigonometrică de mai sus nu are 


soluții pe intervalul B d 

5. Fie f(2) = gla) — æ — In(z + VI + 22?) — æ. Pentru 
æ > 0, h(z) <0 şi cum h(0)=0 rezultă că æ >0 
implică h(%) < 0 adică g(æ) < æ. 


7.11. 1 Notînd y, = (2 — 2)*e* avem yo = (a? — 22)”, y = 
| = e“(a? — 2) si se vede imediat cá y, satisface ecuatia 
datá. | 
2 Fie z = 2(2) o soluţie a ecuaţiei si fie y=2-— y, 
Punínd conditia ca z sá fie solutie a ecuației obţinem 
„că y trebuie să satisfacă ecuaţia omogenă y” — 2y'.+ 
+ 5y =0. y | 
Acestei ecuaţii îi ataşăm ecuaţia de gradul al doilea 
r?—2r4+5=0 ale cărei rădăcini sînt r, = 1 + 2i, 
Pa — 21. Rezultă cá un sistem liniar independent de so- 
lutii este format din y, = e7 cos 2%, y, = e^. sin 2æ şi 
soluţia generală a ecuaţiei omogene este y = e*(C, cos 22. 
+ C, sin 22) unde C, si C, sint constante arbritare. So- | 
lutia generală a ecuaţiei date este z = e” (c, cos 22 + 
+ e, sin 2a) + (2 — 2)? e”. | 


7.12. 1. Functia f este definitá, continuá si indefinit deri- 
vabilá pe toată axa reală. f(v) = 0 conduce la æ = 0, 
. œ — n8 | 
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lim f(e) = + «o, lim f(a) = +00, $ (a) = e — 3e, 


: 1 
Fiw) = e^ + dez; f'(z) — 0 are rădăcina æ = > In 3, 
+ 
f"(v_) > 0 pentru orice a real. 
Pe intervalul — co, în funcţia f este strict des- 
2 


crescátoare, pe l5 in 3, + Jrunctia f strict crescătoare; 
pl 


ma =+ m8 functia are un minim (absolut) de va- 
2 | $e 


loare 2 - Va — 4; pe toată axa reală f este. strict con- 
vexă. Tabloul de variaţie a funcţiei este următorul 


gol —--— 0 ESL ma +o 
si | boo + + ocu 

"d PFUEUEINIEW LE 7077 +0 
+ O + 7255 convexă pe toată axa 


Dreapta a Red 8 este axa se simetrie a grafieului 


funetiei deoarece f (> a ti in s f E -= RZ J pen- 


tru oriee z real cum se verificá usor. Graficul func- 
tiel este reprezentat in figura 7.12 
ma 


2. Aria cerutá este A — | |[f(2) | dæ = 


0 
n3 


0 
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Fig. 7.12 


Ing m3 
la3 


+ sl = 4(In 3 — 1). 
0 


= 4æ | — e 


0 0 


3 Se observă imediat că y, — e^ este o soluție (par- 
ticulará) a ecuației date. Translatia z = y + y, con- 
duce la concluzia că z este soluție a ecuației dată dacă 
și numai dacă y este soluție a ecuației omogene y” + 
+y = 0 a cărei soluție generală este y = c + ce? 
unde c, si c, sint constante arbitrare. Rezultă că so- 
lutia generală a ecuației neomogene date este z = c, + 
— CTT e. 2(0) = e, + Ca + 1, z'(0) = 1 — c, si condi- 
tiile impuse conduc la c, = 1. c, = — 2; soluția par- 
ticulará este deci z =e"* + e* — 2. 


7.13. 1) Se verifică imediat că y, este o soluție a ecuației 


diferențiale din enunț observînd cà yy = cos 32 + sin 32 
Solutia generală a ecuației date este y = C, cos 82 + 
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2) Dacă y, = 41: cos 8g + B, sin 31, Ys = 4,cos3x+ . 


+ C,sin 3z şi se vede cá y, se obţine din aceasta luind 


C, — C,—1. 


+ B,sin3z sînt soluţii particulare atunci y, + y, = 


= (4, + 4) eos 82 + (B, + Ba) sin3x este soluție a 


ecuaţiei. Asa dar operaţia de adunare a funcţiilor este 


internă în mulțimea M. | 

Deoarece f: (R2, +) > (M. +) J(4:B) = 4,2 unde 
fas (a) = Acos8z + Bsin 3z este o bijecție (11) re- 
zultá cà (M, +) este un grup. 


3) Din prima condiţie se deduce A = B iar din a deua . 
rezultă 4? + B? — 2. Deci soluţiile căutate sint y, = 


eos 32 + sin 3%, Y, = — cos 82 — sin 3x. 


7.14. 1) Din Hr = 4; + r pentru k=1,2,...,n — l, n 


obținem a2,, = a? + c5 ab r 4- c5 Gg |? de 


ia eb tar? > e, 7? 


af, — Op = C65 0p ir CS Gp Ir nee 
n SP 097 ay rtt + 037? 


pentru k = 1,2,.....n și insumind rezultă 


l n 
‘ahy — 4 = 2 (Qi — ai) = 
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n n 
€ 2 aj + Cp "à aj ?-.. 
== =] 


. 


n n : 
mm + CE pp 2 à; + C; r? D a adică formula cerută, | 


2) Presupunind formula de la 1) adevărată pentru orice. 


^ si orice p natural obținem pentru orice n, făcînd. 


P = l, anı — a, = nr şi prin urmare şirul a,,2, ... 


5 ms «+ formează o progresie aritmetică cu ratia r. 


3) Fácind p = 2 în formula de la 1) rezultă a2,, = 


=2 : - (a d) pde 
= 2r $, + ?*n din care deducem S} = Gn +4) 1. Pen- 
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tru p = 8, tinind seama de forma lui $, rezultă 
S. = ko: n [2 (ai T an) J- (a, m d.) rem 204 an)] 
| 6 
p = 4 se obţine cu S, si S, găsiţi anterior, 
i EE [a da + âa) (a + zf An E DE 2H 2 - 205 7), 
4 
n—1 


Aa F aala Hd... + ani an = Y ar (ar41) = 
k=1 ; 


= E a (a += Tatian 


(m — 1) (a CAEN A 

| 6 
NC — 1) LI kr An) 
9 RUE 


4) Fácindsin a + a = y ssobilis E să 1) (y IE 2)(y + z | 


+8) +1 = 0 sau (y? + 8y)(y? + 8y +2) + 1 = 0 din 
care se obţine (y? + 8y + 1)? = 0 și prin urmare sin æ 


+ a= Kc sin & + a = =8+/V5 si deci 
: - T 9 3 f 
M ANT G "stas eg VB E m os 
dp —(—1) are sin RAII A + kr în ipoteza — 
— 2a — 8 — l8 J | 
— ls 720 8 fs < 1 si 2 =(—1) arc sin — 
— 24 8L V5. | L9a-—84/5 3? 
20 84 ]5 J- Ex in ipoteza — 1 < = 20 Melo S 
2 i 


< 1, k fiind un număr întreg. Prima ecuaţie are solu- 


—5-Y5 —1-—J5 


tii pentru a € | a m 


z tru de 
` E ` : 2 


354. 


și pentru 


| iara doua pen- 


—5+/5 „zi de unde rezultă că >`. 
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cele două ecuaţii nu au simultan soluţii, intervalele 
de mai sus fiind disjuncte. 
7.15. 1) Din faptul cá f (2) > 0 pentru orice æ > 0 rezultă 
că f' este crescătoare. Fie v > 0; aplicind teorema de 
creșteri finite funcției f pe intervalul [O, z] obţinem 


fa) =2*"f'(E,)unde0 < £, « csi deci / 9) <f (Ex) < 


t 


< f'(x). Fie g:(0,%0)— R definită prin g(z) = Ho) 
£ 
af (2) — f(a) 


ve qu 
e (0, oo). Prin urmare funcţia g este strict crescătoare; 
rezultă, că dacă (v,) ew este un şir descrescător la zero 


atunci g'(2) = 0 > pentru orice ze 


. o æ . bd - 
atunci şirul A») este un șir descrescător, deci con- 
c 


: | 
vergent — la o limită finită sau la — oo. Fie l, finită 
sau infinită această limită. Arátám că dacă (y,)sex este 


un şir oarecare convergent la zero atunci fau) are 
Un 

limita 7. În adevăr, fie e un număr arbritrar, real pozi- 

tiv, prin ipoteză există ny(<) astfel că pentru n > nQ(sz) 
Hen) l 

Un 

convergent către zero rezultă că existá n,(e) astfel ca n > 

> ni(s)sáimpliceO < y, < t, Atunci, cum rezultă din fap- 


avem < s. Deoarece șirul (y,),ew » este 


w E v 1 2, 
tul că g este crescătoare Mun) < a . Pe de altă 
Yn Ta, 
s$ i " 4 2 | A 
parte pentru fiecare n avem l < Mun). în adevăr 
Yn 


| n fiind fixat există n’ astfel ca 
| fme) ^ fl 

| Ae) < Jan) n), dar evident Sen) 2l. 
- Qu Yn Va’ 


Jn) 
Js 


V, < y, si deci 


Asa dar n > n(=) implică 


=: | < e ceea ce 


e^ 
c 
N 
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aratá cá sirul / Pid are limita l. Astfel lim Ka) 
Yn nEN z—=0 æ 

există, finită sau nu. | 

2) Inegalitatea a fost demonstratá mai sus. 

3) Funcţia F este derivabilă si F"(l) eS , (t > 1) Re- 


zultá, de aici cá F este de douá ori derivabilă si F” (t) = 
= g'(t), t > 1 şi am văzut cá 81) > 0. 


es (hæ? — 2a + 3) 


7.16. a) Semnul derivatei f (a) = este 
| (æ? + 22)? 
acelasi cu semnul trinomului A4? — 22 +23 ale cărui 
| — 34 _Vi—34 E 
rádácini sint 2, Aliho Ip = pm de 
À A 


unde rezultá cá pentru A e (— 1,1), a, six, sînt reale 
si diferite, pentru A € (— oo, — 1) u (1, CO), $1 v, sint 
complexe. Dacă A € (—1,0) 2, <a și pe (— oo, 
xı) U (@ oo) funcţia este strict descrescătoare iar 
pe (2, 2,) funcţia, este strict crescătoare. Dacă A € 

€ (0, 1) atunci v, < 2, si funcţia este strict crescătoare 
pe (— 00,2) U (a sl și este strict descrescătoare pe 


eter o 


(L, 52d). Pentru A = — - 1,4 (a) — Cra 
pentru orice a eR si deci j este strict descrescă- 
toare pe R,iar pentru jm f (2) = _ ele + 1)? +1) 

(1? + 1)? 


functia f este strict crescătoare pe R; dacă A> 1, 
f'(a) > 0 pentru orice a real si deci funcţia f este. 
strict crescătoare pe R; dacă A<—1, f'(«) « 0 
pentru orice æ real si deci jf este strict descrescătoare 
pe AE. Din cele de mai sus rezultă că pentru A < — 1 
funcția este strict descrescătoare pe R, iar pentru A > 1 
funcţia, este strict crescătoare pe R. 

b) Pentru } > 1, v > y implică f(v) > f(y); în parti- - 


cular 2 >0 implică /(2) > f(0) care este tocmai ine-- 
galitatea cerută. 
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+ m cta a 


2 . LJ 
ce) 24 + 29 = =, ap = A? si deci 


2 E 2)? 1 
1 Ii A ai ÎN d. y 
1 — 1») 1 — 2 
de unde deducem 
; I 912 yL- Àr 2» 
lim |. Eus Luo e ) — lim +; + x) 2à a IA) =e? 
3290 11 — Vla A0 — 2? 


24013 


d) Ecuația devine ua? — a* + — | uz + u—22=0 


Dacă « este unul din . unghiurile ascuțite ale 
triunghiului dreptunghic implicat 1 în enunţ; atunci rădă- 
cinile ecuaţiei de mai sus trebuie să fie: 1, sin o, cos « 
Rezultă 


i . 1 
1 + sin g + cos «v => 


p 
MN a 2 +38 
sin a + cos a + sin a cos a= 24208 
4 
. i A? 
sin & cos a = — — l1. 
P ya 
Pos T A 2+3/3 
Rezolvăm ecuaţia sin « + cos + sinc eos o = Di i 


4. Tinínd seama cá (sin a + cos a)? = 1 + 2 sin « cos « 
o LJ 
o * . 
se obtine solutia. E sinacosua = — și prin 
4 


i Er. T -" : . 
urmare « — — sau = — . Este suficient să  consi- 


T — 5 i 
derăm a = A Atunci rezultă yu ..8 — ls , A= 
411/93 

2 2 


e) Integrala de calculat este I = Ve sin ada. Folosim 


metoda de calcul prin părţi : notăm e"! = u, sin ada = 
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= du 1 — Ax " x 
| deci du = e! de, v= — cos g ; rezultă I = — 
— pil 2 y . 
e cos v + AV e*eos v de. Evaluám integrala care a 
pe s prin párti ¡e = u,cos v da = dv carene dau : 
u = Àe'* deso = sin æ. Prin urmare I = — e cos g + 


Sl Az . » . LI 
LA | sin 2 — a| €* sin c da = gu [sina — cos d 


e” (A sina — cos 2) 


ERT E 


æ — MI. Cu aceasta I = | 


fiind o constantă, 


7.17. Fie G un grup cu cinci elemente, e unitatea grupului 


$1 a un element din G, a ze. Atunci a? — aa este un 
element al grupului. Arátám că a? # a, a? % e. În ade- 
văr, în Ipoteza a? = a obţinem a?. a^ — a- a” adică 
a = €, ceea ce contrazice ipoteza a # e. Dacă a? = e, 
fie b un element din G, diferit de a si diferit de e. Atunci 
ab + a, ab + b, ab + e. Prin urmare (e, a, b, ab] SEG 
$1 toate elementele scrise sînt diferite două cîte două. 
Fie c al cincilea element al grupului: G = | e, a, b, a,b,c } 
Atunci ac € G si deci ac = e, sau ac = a, sau ac = b, 
sau ac — ab sau ac — c. Fiecare din aceste afirmaţii 
conduce la contradicţie: din ac = e rezultă a(ac) = a 
adică c = a; din ac = a se obţine c = e, din ac = b se 
obține c = ab, din ac = ab se obține e = b, din ac = 
= c se obţine a = e. Asa dar în mod necesar a? ze. 
Verificăm ușor că a? z e, a x a, a? % a? În adevăr 
fie a? — e, fie b un element în G diferit de e, de a, de a?. 
Atunci a% este diferit de e, de a, de a?, de b si prin ur- 
mare | e, a, a?, b, ab } = G. Atunci a? e G deci sau a?b = 
= e, sau à?b = a, ete. Fiecare din aceste ipoteze con- 
duce la contradicţie de pildă din a?b = a se obţine b = 
= a?. Aşa dar a? # e. La fel se demonstreazá si celelalte 
afirmaţii. Arătăm că at z e, at z a, a^ qa at 7 a*. 
În adevăr dacă at = a rezultă a? = e, ceea ce nu se 
poate ; din at = a? rezultă a? = a, iar din at = a” Te- 
zultă a = e, de fiecare dată imposibilitate. Dacă a* = 
= 0, luînd b z 6, Fa 7 a’, A a? ar trebui ca ab si 
şi deci sau ab = e sau ab = a sau ab = a? sau ab = a. 
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. Din ab =e ar rezulta a%(ab) = a? adică a'b = b = a3 
ceea ce contrazice ipoteza ; ; etc. 
Am arătat că G=(e,aja?,a?,atj cu a He. Sá re- 
marcám faptul că aë = e (în caz contrar, a? = af, k = 
— 1, 2, 3, 4 ar conduce la af = e adică d — e cu 
j e 31, 2, 3, 4 1) De aici rezultă că dacă m = 5n + q 
atunci a” = a. Funcţia f: G > (Z; +) prin f(a) =q 
q = 0,1, 2,3, 4 este, cum se verifivá acum uşor, izomor- 


fism de grupuri. 


| 7.18. Fie A = (1 + a4(1 + as) ... (1 + an). Să observăm cá 
qQ tal + ad Sadu (1 FH an) k CL 
| 2 


dalla is s aJ | 
ea eS EM à 
Prin urmare 4? = (1 + a) ra E os as 
E 2)... ear »L ar TETI ms +)= 
az 
9 | 


şi prin urmare A? > (22) de unde A > 2” 


7.19. Să considerăm funcția J: [8 co] - > QR definitá prin 


f(x) = al, Avem f (æ) = a* “a — Ína)s și deci f'(a) < 
< 0 pentru æ > 3 in consecintá funcţia ha este descres- 


cátaoare pe intervalul considerat ; ; în particular pentru 
ndi 


2 8. obtinem Vn+1 T: < Yn. 


"IN. 1 
7.20. a Pentru două numere a;, a; avem ii E + 
| v7 Aaa; 


1 ew. d | 
+ —— — 2 0 pentru orice a real; deoarece (a; + 
(a, +a)? 
k +a)? > 4a; a;, rezultă cu atit mai mult 0*—2| + 
Ait i 
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i 1 
4a; a; 
xod | L 
2 « 
Cz at — e y | æ + y, 20 
. | 1«i«jaen Gita; 1<i<i<n 44; d; 
pentru orice a real. De aici rezultă inegalitatea. din 
enunț. Egalitatea are loc dacă si numai dacă a= l= 
— Ue 
b) Solutie similará cu a exercitiului precedent : 


> 0 pentru orice a real. Rezultă, adunind,. 


y (2—a;)? 20 pentru orice c real si deci discriminantul 


i1 


i-—1 i-1 


trinomului nz? -25 a) æ + y a; este negativ adică 


b Y a) «ny ai. Se poate utiliza, direct, inegali- 
4 


[= 1 i=l 


tatea lui Cauchy í y ad.) <s | 5 d) y 2l luínd 
i=1 i=l dal 
b, = b, = ... =b,= 1. 


qa” " 
7.21. a) Deoarece 0 « a Em à pentru ze [0,1] rezultă 
1 M 
pen 
aos} dæ < (a de = —— 
JIL Hæ ; 2n + 1 
0 ^ 


1 
: S ws . : ° g?” 
De aici rezultă si lim | de = 0. 
i n>w J l -- æ 
0 
b) Identitatea din enunt se demonstrează cu uşurinţă, 
Integrînd obţinem 
| . aq? a9 Val =) 1 


æ — — — — — . e © — —— 


2 3 + 2n 
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1 


i . 1 1 1 1 qn 
adică în 2 2 1— pai el din 
2 3 4 2n J1--« 
0 
de unde, tinind seama ai "ie ape de la punctul a) 
1 1 
id = lim [1 E a il TD ala 
n> 00 9 3 4. 9n 


7.22. Punind 2, = tg Pr: “= = q = to 9 din enunt obtinem 


tg qn + tg — 
8 T 

tS Ọn+1 = nr zc tao + : de unde 9,41— 

1— tg 95 tg- | i : 

9 
= On E (mod, m) de unde deducem că 9,— 9 +. 
T : | b: 

== MA (mod. x) şi deci a, SLE à 


Condiţia 2, = 2,.; pentru orice n se realizează pentru 
k = 8, 16, .. . Sirul este deci periodic, cu perioada prin- 
cipală 8. 


7.93. a) Prin absurd, presupunem cá pentru orice v € (a,b) 


358 


f(2) 4 0. Folosind condiţia (i) rezultă cá f(v) > 0 pentru 
JE y b 


orice æ e (a, b). Atunci | f(t) dt> 0 ceea ce contra- 


a 
zice condiția, (22). 


b) Deoarece f(a) > 0 şi f este continuă rezultă că există 
024 astfel încît f(x) > 0 pentru orice a € la, c]. Atunci 


V (t) di 20. Să considerăm funcţia F:[a]— E de- 


a 
finită prin F(a) =| A) dt. Atunci F este continuă si 


| ) | 
F(c) > 0. iar F(b) < 0. Rezultă că există y € (c, b) 
, T) 
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astfel ca F(q) = 0 ceca ce revine la J(t) dt =0. 


*—s 3 


3 Dai a A 
c) Prin absurd, presupunem că < E. Dacă c are 
semnificația de la punctul b) rezultă că c < 5; < £. Pe 
de altă parte este clar că pentru æ e [c, £], f(a) >0. 
c N 


Atunci | f(t) di — | ft) dt t) f(t) dt> 0 


a. a c 
ceca ce contrazice alegerea punctului 7. 


7.24. a) Observind cá u, se serie sub forma y 4 ) (z—1) 
qnt? TIS 1 
„rezultă cá pentru g € [0, 1],lim wu, = 1— v; pentru 
n c 
: c — 
IL e (1, 00), lim Un = ; pentru B = l, Us = 


N= N ar 


2 i | 
= “ŞI în acest caz lim u, — 0. Prin urmare 
n+p n- o 
l — v, & € [0,1] 
fa) - 1 1 


(o? 


; 2 € (1,00). 


b) Este evident că funcţia f este continuă pe [0, 1) u 

U (1, 00). Deoarece lim f(x) = lim f(2) = f(1) rezultă că 
TUN i | 

funcţia f este continuă si în punctul æ = 1. La fel: 

funetia este derivabilă pe [0, 1) U (1,00). În punctul æ 


— 1 funcţia nu este derivabilă : derivata laterală la stîn- 


ga in æ = 1 este f;(1) = — 1, iar derivata laterală la 
dreapta în a = 1 este f;(1) = 1. 


Graficele celor trei functii, corespunzátoare lui p — 


=0p=1,p=2 sînt redate în fig. 7.24, 


c) Se găsește cu ușurință cá v,,— 2. Egalitatea de de- 
2 2 2 


(æ — 1) de = a E 
i 


a ze 


monstrat revine la 


MA á 
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care se verifică imediat: ambele integrale au va- 


1 
loarea =. 
2 


Fig. 7.24 


7.25. a) Dacă f e C? atunci Jonea t — t f(t) este continuă 
şi deci integrabilă Riemann pe orice segment al dreptei 


Yu 


reale. Prin urmare pentru orice we R există 


Fu 25 Tf 
Conform problemei 4.44 apuca æ —> \ t f(t) de 


N 


este continuá si derivabilá pe R si (T f) (a) = 2f(2) 
pentru orice a = R. Asa dar T asociază fiecărei funcţii 


continue o functie continuá sl derivabilă. Avem 
% g 


A IT + J2)] (2) = | IAN Y fi( e) 4 f 0) ]dt= 


3 | =f [tf (2) + "m æ) ldt = (as TO æ)dt ele thlodi = 
Es ! 0 0 ^ 
m T 


Tf (o) + (T f. A) = == | h + T fa) 
360. : 
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ȘI prin urmare MA + f.) = Tf. + Tfos adică T este 
un homomorfism de la` C° în A ST 

b) Fie ff, în C? astfel ca Tf, = Tf, Aceasta este e- 
chivalent eu (Tf) = (T/)(w) pentru orice a e K. 
Rezultă (TJ) (e) = (2/2)'(2) pentru orice æ e R adică 
2Ji(2) = af,(2) pentru orice m e It de unde f,(%) = f.(a) 
pentru orice v € R. Arătăm că J1(0) = fa(0) ; în adevăr 
dacă am presupune f,(0) % fa(0) atunci din continui- 
tatea funcției f, — f, rezultă cà există un interval des- 
chis centrat în origine astfel încît J(e) — fæ) 4 0 
pentru orice 2 din acest interval ceea ce este imposibil. 
Prin urmare f,(2) = J(2) pentru orice æ e R, altfel spus 
Jı = fe şi deci T este o aplicatie injectivá. | 

c) Funcţia a — sin æ este o funcție continuă pe R si 
care are derivata de ordinul al doilea dar nu satisfa ce 
condiția (i) Deci KxC1 Că mulțimea K este nevidă 
se deduce observind că funcţia «>g? face parte din K., 
d) Deoarece ge K rezultă cà funcția f, este continuă 
în orice a €RN (o). Arătăm că Ja este continuă în 0. 


; A g'(a .— g'(a)—g' 0 z l 
Avem lim Jf(@)= lim £o =lim seo) & (5) —f, (0) 


x 


(Tf, (a) = | Qf, (0t = (eta) = ato) = ga) — g(0) = 


= g(x), deoarece tf,(t) = g'(1) pentru orice t e R. Asa 
dar 7j, = g. | 


e) Fie ge K ; atunci Ja € C? si T, = g conform celor 
demonstrate mai sus. Așadar K cT (C?). Demonstrám 


incluziunea contrară. Fie f e Co atunci (TA (0) = 
0 | k^ 


m | t/()dt =0 si (Tf)'(0) = 0, /(0) = 0 adică Tf satis- 


0 
| (a) — (Tf )'(0  afla 
face (i). Din lim C26) — (TAVO) tim HD — yi 
z—0 2—0 | , $20 c 
rezultă cá Tf satisface condiţia (ii). Prin urmare T(C%) 
SK si deci T(C^) = K. 
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care se verifică imediat: ambele integrale au va. 


1 
loarea =. 
2 


g 


Fig. 7.24 


7.25. a) Dacă f-= Co atunci funcţia 1— t f(t) este continuă 


360 


și deci integrabilă Riemann pe orice segment al dreptei - 


reale. Prin urmare pentru orice ze R există | t f(t) dt. 


E AM | Tf 
Conform problemei ^ 4.44 aplicaţia a — 


N 


t f(t) dt 


este continuă si derivabilă pe R si (77) (a) = a Hz) 
pentru orice 2 € R. Asa dar T asociază fiecărei funcţii 
continue o funcție continuă și derivabilă. Avem 

O 


O wm g O 


Er 4-9 (2) = È Uaa) = pta) f oai 


0 0 


= | lila) + 2 dea = epitete = 
( i 0 


(T f, + Tito), 
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$1 prin urmare MI + fa) = Tf, + Tfaa’ adică T este 
un homomorfism de la Co în C. 

b) Fie ff. în C? astfel ca Tf, — Tf, Aceasta este e- 
chivalent cu (TH) = (Tf,(v) pentru orice ze R. 
Rezultà (Tf) (a) = (TJ) (x) pentru orice z e R adică 
vfi(2) = afa) pentru orice a € R de unde f(a) = fx) 
pentru orice + € R. Arătăm că J1(0) = f.(0); în adevăr 
dacă am presupune /fi(0) z f.(0) atunci din continui- 
tatea funcţiei f, — f, rezultă cà existá un interval des- 
chis centrat ín origine astfel încît fæ) — fa) 40 
pentru orice æ din acest interval ceea ce este imposibil. 


Prin urmare Ju(2) = fa(æ) pentru orice a e R, altfel spus 


Jı = f» si deci T este o aplicaţie injectivă. | 

c) Funcţia 2 > sin æ este o functie continuá pe R si 
care are derivata de ordinul al doilea dar nu satisfa ce 
condiția (i). Deci K zC1, Cà mulțimea K este nevidá 
se deduce observind că funcția 22? face parte din K. 
d) Deoarece ge K rezultă că funcția f, este continuă 
în orice a ERN fo}. Arătăm că Je este continuă în 0. 


. . ME . g(a)—g'(Q ` 
Avem lim /,(2)= lim g (2) = lim £ (0) —£"0) & (5) =f; (2) 
2-0 z0 q z90 —Oq 


a 


(TANO) = V ut = | (ajdi = ate) "= gto) — gto) — 
- - 0 
= g(x), deoarece 1f,(1) = g'(t) pentru orice t e R. Asa 


dar Tf, = g. 


e) Fie ge K ; atunci Ja € C? si T, = g conform celor 
demonstrate mai sus. Așadar K c T (C9?) Demonstrám 


incluziunea contrară. Fie f e C? atunci (Tf)(o) = 
0 


= | utat — o si (7) (0) = 0./(0) = 0 adică Tf satis- 
M | 
| (2) — (Tf) (0 ; aia 
face (i). Din lim O) — tim Sf = f(0) 
£0 — ^ i > 
rezultă că Tf satisface condiția (ii). Prin urmare 7Y(C?) 
SK si deci T(C?) = K. | 
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7.26. a) Deoarece |sin æ | < 1 pentru orice œ real rezultă, 


Sina e: Y "uS un. i y 
< —— si deci lim —— =0. Funcţia dată de 
æ | aq | LS 00 æ 
sin 2? “a 
fa) = „e e (0,00) este derivabilă pe (0, 00) si. 
a 


sin a? 


f'(«) = 2 cos à? — „a €(0, oo) si derivata este 


n 
continuă pe întregul domeniu. 
Fie a, = (n27. Evident a, > co pentru n — si lim 


no 


J(9,) —2 70. Luind n; = (2n+1) S obtinem Hr f '(2,) zu 


Astfel f’ nu are limită la + oo. În acest fel teorema este 
infirmatá. : | 
b) În „demonstraţia“ făcută este greşeala următoare : 


din existența unui sir (y, : n € N): yz, > a pentru care . 


lim f'(y.,) =0 s-a tras concluzia că există lim f'(2) si 
n- 00 $a 


cá este 0. Aceastá afirmatie este adeváratá pentru func- 
tii continue pentru puncte a finite, dar in demonstratie 
ea a fost extrapolatá la infinit fárá justificare. 

c) Condiţia f''(2) > 0 arată cà f’ este strict crescătoare. 
Fie (z,),eyun sir arbitrar convergent la co. Din ipoteza 
lim f(x) = 0 rezultă că e > 0 fiind dat există n(e) astfel 


L=> oo 


ca |f(z,) | «t pentru n > n(e). Rezultă | f(t.,+1) — 
— f(a,)| < e pentru n > ala: Fie "y, € (v,5 Cati) 
astfel caf(ya) — fa + 1) — fan): Atunci 1£ (Ya) | <> 
dacă n 2n(s), adică lim f'(y7) =0. Cum f (yn) < f'(2,) < 


<f(Yn+1) rezultă lim f'(a,) = 0. 
nco 


1.27. a). Deoarece derivata funcţiei f(a) = a5 + 5a3 + 5e — 
— 8m, f'(a) = 5(a* + 8a? + 1) = 5[(a? + 1)? + a2] es- 


te pozitivă pentru orice æ real. Prin urmare funcţia f ` 


are cel mult o rădăcină reală. Cum lim f(4) = — oo; 


L>— o 
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lim f(2) = + oo rezultă cà f(x) = 0 are exact o rădă- 
Ls 0 . . 


cină reală pentru orice m. 


b) Condiţia ca a = u + v cu wo = — 1 să satisfacă ecua- 
tia f(z) = 0, conduce, dupá un calcul elementar, la 
u + v9 = 2m. Sistemul u5 + v5 = 2m, uv = — 1 se re- 
Zolvá uşor si conduce la soluția uë = m + /m? + 1, 
05 = — m4-|/m? - + 1 de unde se obtine solutia realá a 


ecuatiei date 


; 5 : 5 
2— Vm +m Fi +V- m4 E 


. n~ 
7.28. (1)b, — Y; (a, — a) —¡=. Sá considerámi functia 
k=1 Q; la, 


Í= R, > R, definită prin f(z) = zy . Fiind continuă, 
| æ Va 


Í este integrabilă pe orice segment. Să considerăm seg- 
mentul [a,.a,] si suma Riemann asociată diviziunii 
do S G4 Sas... <a: 


n 


S, = Y (ar — ae) (04) = Y, (a, — a4.) — 


1 
Éc1 k=1 Ur Va, 


Deoarece funcţia este descrescătoare pe R, rezultă că 


on a, c 


8, < | f()da şi deci S, < | fa)da «lim | f()dt--2. Deci 


: Ao : 1 ; 1 
b, < 2 pentru orice n natural. Evident 0 < b, pentru 
orice n. 
(ii) Fie c< 2 să notăm 2 — ¢ = 8e, e > 0. Deoarece 
gi 


lim \ f(t) di = 2 rezultă că există v e R4 , astfel ca 2 — 
T> 009 1 


E | fdd < e. 


1 
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Din definiţia integralei Riemann există o diviziune 1 = 
T 


€ 
= 09 Sa L.. X, astfel ca V (oat e S, = (aa 
1 2 
Em b, "E E Luind Og 4-1 = (p — 1, qe * lnt k = æ + k 9 0... 
aveme < 2 — 2e < b, si cu atit mal multe < bis: pentru 
orice k. 


7.29. 1). Fie în mulțimea suport G operațiile “+,, si „0“ astfel 


ca (G, +), (G, 0) să fie grupuri si să admitem că ao (b+ 
+ c)=aob+ aoc, (b+c)oa=boa-+coa pentru ori- 
ce a, b, c din G; Fie O elementul de efect nul al operației 
„+“ si 1 elementul de efect nul al ope- ! 

ratiei „0“. Deoarece a = ao1 = a o (1+0) —-aol-d-a, 
O=a+a00 şi a=loa=(1+0)oa = loa+0o0 4a = 
=a+004, deducem 420 =Q voa = 0, pentru orice 


-a € G. Fie O~ inversul elementului O în raport cu ope- 


ratia 0. Atunci, din definiție O o 07! =0-100 =1, 
iar din proprietatea de mai sus, O o 0-1 =0-100=1; 
rezultă O = 1. Atunci a = 491 = a o O = 0 pentru orice 
a din G şi deci mulțimea G se reduce la un singur ele- 
ment. | 


2). Zero-ul inelului C([ — 1,1)] este functia identie nulá 
pe [— 1,1]. Dacă f si g sînt două funcţii continue astfel 
eje e [> 1A] He) 0 c le e [7 L1]: gla) =0) 

si (ee [—L1]:g(0) 40) c {x = [— 11] :/(2) — 01, 
atunci f si g sînt divizori ai lui zero. Pentru fiecare n 


„să considerăm funcţiile f, si g, definite prin f,(v) = a", 


a €[0.1]; (2) =0, ze [—1,1]; 2,2) =a; ae 


[— l, 0] ; Enl) =0; ze [0, 1]. Orice pereche (fn: £x) 


mn € N este formată din divizori ai lui zero. 


. 8). Dacă ọ este un izomorfism al corpului complex pe 


el însuși care invariazá corpul real, atunci e(2 + y) = 
= q(2) + ely) si ple - y) = e(2): p(y) pentru ori- 
ce vy € R. De aici rezultă q(0) = 0 si [e(1)]? = o(1) 
de unde q(1) — 1 sau p(1) = 0. Deoarece o este in- 


_jectivă, rezultă (1) = 1. Din pla + y) = o(a) -J- oly) 


rezultă, prin inducție ọ(næ) = n ọ(æ) pentru orice a = - 


€ R si orice număr natural n. 
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„Deci o(n) = n. Deci 0 — p(0) = q(a + (— æ) = o(a) + 


+ p(— 2) deducem p(— a) = — p(a) pentru orice » € 
Sk, din care rezultă p(p) =p pentru orice întreg p. 
Fie y =? un număr rational oarecare ọ(r) = o P|— 
; | q 
1 
za fete ri i-e 
q (a y. Aq). y 


prm urmare o(r) =r pentru orice număr rational. Fie 
ae R, & >0; atunci a =R si deci (æ) = [o(V2)]2 > 
> 0. Cu aceasta rezultă că o este o aplicaţie strict 
crescătoare pe R. În -adevăr fie æ < y; atunci 
y — & > 0 şi déci p(y — æ) > 0 adică o(y) + e(— æ) = 
o(y) — e(a) > 0, o(y) > o(a). Fie acum æ un număr 
real oarecare si (p,), (qa) două șiruri de numere raționale 
convergente către æ astfel.cá p,< @< qu pentru orice 
n e N. Atunci q(p,) < (x) < e(q,) si deci p, < o(a) < 
< Qn. Trecînd la limită obţinem (a) = a. Asa dar o 
invariazá punct cu punct dreapta reală. 
Să observăm în sfirsit că, din — 1 = p(— 1) = [ o(5)]2 
rezultă (i) = 4 sau q(i) = — i. Atunci dacă z= æ + 
+ Vi» m € R avem e(z) = (2 + yi) = e(v) + e(y) 
9(?) = æ + y e(?) şi deci sau p(z) = æ + yi = z sau q 
glz) = æ +y i) =z | | 
Conehidem cá existá numai douá izomorfisme ale cor- 
pului complex pe el însuşi care invariazá corpul real, 


3 


aplicația identică si trecerea la conjugat. 


COS 4,U + COS av + cos azæ 


17,30, A A ui c ui i 
dad usen cos biz + cosbzw -+ cos bzw 


cosa, Y —cosb,a-|-cosa,v —eosb,a--cosayv —cosb4v _ 
' eos bæ + cos ba + cos bao 


A og Ws lib 
Gs asin Basin 2-7 w+ Asin d asin m c+ 
$) 2 ] 


. 


ad 


U 
+. 


cosb,2 + cos bw + cos + cos bye 
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«0g — Q; 
1-23 40 sin > 4 


Q4 + b 


- Jasindo a 


- 


a aim 
cos b,v + cos bv + COS bv 


E . bj — di 
2 un ata osin æ 
: BT ERE uS rezultá 
Punînd f(2) = : iltá 
Y cos b; a 
124 
3 1 
Y cosa as ^ m J (2) 
lim | 422 =e ^" . Transformăm fractia 
z=>0 3 ai EEN a? 
yj cos bc i 
i=1 
astfel IUD. ES NE ger, 
de a? 3 l 
Y cos b; a 
i=l 
. dj , bj—a,;  bj—a, 
sin ai rb. 2 sin ——— a- TET f) 
A MA. NET E i deducem cá lim = 
b; +a; E ¿ad a | 2>0 qp 
n Ir E 
"e Ifl na P 
= > = Y (bi —ai) Imi a” R > = ¿(2 bi — d) lim a2-?. 
3. d l b à" TA 20 
Rezultá discutia : | 
HET 
(=1 i=] 


19. p=2 atunci limita este e 
2%. p < 2 atunci limita este 1. 


3 3 
3% p > 2 si Y bj — V ai» 0), limita este + co. 


í=1 ¿=1 


3 3 >. 
4. p >2 și Y bj — Y a; <0, limita este 0. 


(=1 ici 


5% p 22 gi y, bi — y a? = 0, limita este 1. 


t=1 i=1 
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7.31. Sá considerám pentru fiecare p > 1 şirul (47) ey de 


à - sa L ; 
numere rationale convergent către = . Evident că ase- 
P 
menea şiruri există de exemplu al? 


pentru orice 


n natural. Atunci sirul 
ab, a.a? „aP ,a? ad ab a ad ab .... adică 
şirul dat dea, = mans di, Cy EFD pentru 
2 

fiecare n natural si 0 < k < n satisface: condiţia din 
enunţ ; şirul 4% este un subsir al acestuia si converge 
i d | | 
cátre-. 

p 
Fie acum (a,) ex un sir cu proprietatea din. enunţ si 
fie pentru u fiecare p > 1, af un subsir al șirului (a,)uex 


cd , 
care converge către- . Fie pentru p = 1, n, astfel 
încît | anı — 1 | < 1; pentru p = 2 putem alege n, > n, 


 astfel ca | a4 — E presupunînd că pentru 


“d . a 
l 1 
orice k < n am n ales an, — = |<=.  Alegem atunci 
c 6 
artă kl 1 Ll 
ki > nasita Ca R | . Atunci 
k+1 k 4-1 
. k E v 
subsirul (4a.)rey converge, cum se vede ușor, către 


Zero. 


7.32. Cum se vede imediat a, = a4 dacă si numai dacă 
Vs — 1 
2 


și deci este convergent, În cazul a=0 şirul 
este divergent și la fel pentru a = 1. Să presupunem 


¡A 
=: li în acest caz şirul este contenta 


că a € LE > 1); atunci se vede uşor că a, < az 
2 | | 
de unde rezultă az < da ȘI da < Qz 
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Rezultá a, EVI — az > VI — da = Aa si ar == Via, < 
<Vi — a, = a, Asa dar a; < da < 94 < dz Prin induc- 
tie completatá se demonstreazá inegalitátile dana < 
< Cami € Ganso X Uan * De aici deducem că subsirul ter- 
menelor de rang impar al șirului (4,)new $1 subsirul ter- 
menilor de rang par al acestuia sînt convergente. Fie 
a =lim dona» B =lim dan. Din auzi = /1—a, deducem 
noo n— 0c ! 
= Pi. B, Bp = | 1 —a din care; observind că « 40, 


5—1 N jx 
al, B #0, B #1 obținem == n . Sá analizám 


| 5—1 SR pă 
acum cazul a (0,2) Atunci l—a€ 


((15—1P | 5—1 L2 a 
e((E=) , J si deci V1 — a € = : 1Jsi dee 
2 


neglijind primul termen al șirului, sîntem în situația 
de mai sus; rezultă că pentru a #0, a zl şirul 


Vs —a1 


(a„)hex èste convergent și are limita a 


7.33. Între cele șase numere date există cel puţin un mul- 
tiplu de 5. Dacă ar exista un singur multiplu de 5, 
atunci mulțimea nu admite o .partitie disjunctivá cu 
proprietatea cerută, deoarece produsul elementelor uneia 
din submultimi ar fi multiplu de 5, iar produsul elemen- 
telor celeilalte nu ar fi multiplu de 5. 
Prin urmare este necesar ca cele două din cele şase 
numere să fie multiplii de 5. Evident că aceasta e posibil 
numai dacă n este multiplu de 5. (în care caz si n + 5 
este multiplu de 5). | E t. 

Așadar una din submultimi trebuie sá conţină pe n 
lar cealaltă sá conţină pe n + 5. Fie A submultimea 
care contine pe n şi B submultimea care conține pe 
-n+ 5. Vizibil că nu putem avea B = {n+ 5}. Nu 
. putem avea nici B = {n + 5, n + 4 } deoarece n(n + 
T 1)(n + 2)(n + 3) > (n + 4)(n + 5) pentru orice n; 

,, €u atit mai puţin nu putem avea B = {n + 5, k) pen- 
tru ni un h —5--1, » 4-2, n-- 8. Aşadar A și B 
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“ar trebui să conţină fiecare cite trei numere. Dacă B = 
= {n+ 1, n +2, n +5} atunci A = [n.n + 8. n + 
+ 4; şi se vede cá nici această partiție nu realizează 
condiția ; cu atît mai mult alte combinaţii. În conclu- 
zie pentru nici un n natural nu este posibilă o partiție 
cu condiția din enunţ. | 


7.34. Fie (03) cercul tangent cercurilor (0,) si (0,) şi liniei 
centrelor 0,0, de rază a. Din condiţiile problemei re- 
zultă că v este lungimea înălțimei dusă din O, în tri- 
unghiul O,0,0,. Fie d = 0.02. Avem 04,0; = R; + 2, 
0,03 = R, + a. Tinind seama de expresia înălțimii unui 
triunghi în funcţie de laturi deducem 


pă eX EE E pia  —— 
| d 2. 1 2 > 
AN .]R,—B,4-d R,—R,c-d- 
a . | 2 E 2 


De aici obtinem ecuatia 


AR, + R)? n? — A(R, + Rod? — (E, — R5] n + 
+ [d*— (R, + Ry] La? — (R, — R,)*] = 0 


Presupunind R, * E, avem | i 


o — (at Ro) [Ri — R.)*] 2d RR; p? — (R, — R3] 
di 2 (R,— Ra)? 


Dacă d < |R,—R, |» deci cercurile (0,) si (O,) sint in- 
terioare, ecuaţia (1) are rădăcini complexe conjugate 
deci problema nu are soluții. ^ — . .  - 

Dacă d—| R,— R,| cercurile (0,) si (Os) sint tangente 
interior, ecuatia (1) are douá rádácini nule, deci pro- 
blema nu are soluţii. . M l 

Dacă | R,— R,| < d < E, + E, cercurile (0,) si (03) 
sînt secante, ecuația (1) are o rădăcină pozitivă $1 una 
negativă, deci problema are o smgura soluție. Dacă 

d = R, + Ra cercurile (0,) și (O,) sînt tangente EX 

terioare, ecuaţia (1) are rădăcină v = 0 $1 una pozitivă 


deci, problema are O singură solutie. 
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N 

Dacă d > R, + R, cercurile (0,), (02) sînt exterioare; 
ecuaţia (1) are două rădăcini pozitive, deci problema 
are două soluții. : 
Presupunînd E, = R, ecuaţia (1) se reduce la 8R,x + 
d? — 4H 

SR; 
Dacă d > 2R,, (0,) si (05) sint exterioare avem z > 0 
deci problema are o soluţie. În caz contrar nu avem 
soluţii. 


+ 4R, — d? = 0 cu soluția œ = 


7.35. Fie N şi M proiecţiile punctului D pe laturile AB res- 


pectiv AC. Dacă notăm cu V, si V, volumele corpuri- 
lor obţinute prin rotația AA B Din jurul lui AB și 
si aAA B D în jurul laturii AC si cu a = BD avem 


zDM?. BM ,zDM?. AM | x DM?-c 


yV = , 
7 8 8 8 
x DN2. CN | x DN? - AN TDN?.b 
E PRA PRI pt 


Condiţia V, = V, devine c DM? =b DN? (1) 
Din A BDM si ACDN avem DM = asin B, DN — 


= (a — a)sin C -sau tinind seama că sin B = an! 
2 


sin C =L rezultá DM = 2 iar relatia (1) se scrie 
2R 2R - 
(b — cja? + 2aca — a?c = 0 
Dacă b=c, a = : din punetul D este mijlocul la- 


turii BC. 


Dacă öze g = ACE Vbo). 
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Dacă b >c avem m, 02 8 y a le 0: 
| Joe 2" 2 Ves”? 

Dacă b « c avem a, = a Jc a fa a Ve 


EIDEN 


În ambele cazuri avem o singură soluţie acceptabilă, 
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7.36. Fie H ortocentrul triunghiului ABC, AA, BB, CC, 
„ înălțimile acestui triunghi. Deoarece DH L (ABC) re- 
zultă că DA,.L BC, OB, L AC, DC, L AB. Atunci BD?— 
—AD? = (BD? — DC?) — (AD? — DC?) = BC? —ACi= 
=(BC?—CCi) — (AC? — CC)? = BC? — AC? si prin ur- 
mare AD? + BC? = AC? + BD?, (1). Analog AD? + 
+ BC? = AB? + DC? (2). Prin ipoteză BC? = BD? + 

+ DC?,(3). Din (1);(2) şi (8) deducem 4D? = — 


4 
— - (AC? — BC? 4- AB?), BD? — : (A4B*—AC?*-- BC?), 
CD: = (BC? — AB? + AC?) gi deci AD? 47BD? + 
+ CD? = 1 (AB? + BC? + CA?) 


Atunci (AB + BC + CA) — 6(AD? + BD? + CD?) = 
= (AB + BC + CA? — 8(4B? + BC? + CA?) = 

— 2(4B . BC + BC. CA + CA. AB — AB? — 

— BC? — CA?) < 0. | 

în baza inegalitátii cunoscute ab + bc + ca « a? + b? + 
+ e?, egalitatea realizindu-se pentru a — b — c, deci in 
problema AB — BC = CA deci tetraedrul este regu- : 
lat, dacá se realizeazá egalitatea. | 


7.37. Sá considerám ín planul triunghiului un sistem de 
coordonate rectangulare, v o y. O dreaptă de coeficient 
unghiular m şi ordonată la origine n, imparte aria tri- 
unghiului în două părţi a căror diferenţă este o funcție 
continuă în raport cu fiecare variabilă m şi n. Pentru 
un m fixat această diferenţă ia valorile extreme O si 
Aage. Prin urmare există o valoare a lui n astfel ca 
dreapta respectivă să împartă triunghiul în două părți 

"echivalente. Pentru direcția — al existá de asemenea 
| m : 
o dreaptá care imparte triunghiul in două părți echi- 
valente. Fie $,, 82, Sa» 5, ariile celor patru poligoane în 
care se desface triunghiul astfel ca sı + Sa = $3 + se 
S, + 84 = Sa + 59. Rezultă s, = Sa: Sa — Ss: Rámine de 
arătat că există m astfel ca $, = Sa: Fie s(m) = st : 
— sm). Funcţia s este "continuă ȘI: satisface condiția 
s(m) = s | — |, Atunci există o 'valoare a lui m astfel 
m | 


ceea ce trebuia demonstrat. 


ca s(m) =0, 371 
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7.38. Dreptele PN si M B sint paralele ; rezultă că PN in- 
tersectează pe BC în mijlocul segmentului NC, D-punct 
fix. Deoarece unghiul APD este drept rezultă cá P 
se află pe cercul de diametru 4D ; dat fiind faptul că 
M descrie numai semicercul de diametru AB care nu 
conține pe C rezultă că P descrie arcul de cerc de diame- 
tru AD situat în același semiplan (determinat de AB) 

în care se află arcul descris de M. - 


7.39. 1) Triunghiurile ACP si QC B sînt asemenea, prin 


urmare dc = ade unde CP.CQ=4C-CB=constant. 


CQ 

2) Fie L punctul in care PB intersecteazá cercul dat. 

Ín triunghiul 4PB ináltimile sint CP, MB si AL. Re- 

zultă că AL trece prin Q sau, altfel spus, AQ intersec- 

tează cercul în punctul L, deci L coincide cu K și prin 
- urmare P, K, B sînt coliniare. | 
3) Fie N punctul în care MK intersectează pe AB. 
Din teorema lui Ceva aplicată în triunghiul 4BQ 
(cazul în care C se află între A şi B) rezultă 


AC BM OK _, 
CB MQ KA 


iar din teorema lui Menelans aplicatá triunghiului 4BQ 
tüiat de transversala MKN rezultă 


NA MB QK, 


| NB NQ KA 
de mde is == si deci N este un punct fix (in 


fapt-conjugatul armonic al punctului C datá de punc- 
tele 4 şi B) l % 
7,40. 1 Patrulaterul BCDE este inscriptibil, cercul circum- 
' seris lui avînd centrul în punctul M, mijlocul segmentului 
DE. Atunci rezultă că + ACB = x AED si x ABC = 
i + ADE, şi deci triunghiurile ABC şi ADE sînt ase- 
nenea. 1. l 


6S 
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2) Deoarece MC — MB = ME rezultă că + MCD = 
— xABC x MBE — x ACB. Cu acestea deducem că 
x MCB = x MBE = + BAC. Egalitatea x MCB = 
— x BAC arată că MC este tangentă cercului circum- 
scris triunghiului A BC, iar egalitatea x MBE = + BAC 
arată că MB este tangentă aceluiași cerc. 

3 Cu rezutatele anterioare rezultă că, din DE = 2BC, 
' triunghiul MBC este echilateral şi deci + BAC =60% 
(condiţie necesară ca DE = 2 BC). Această condiţie este 
și suficientă pentru ca DE să fie 2 BC. 


7.41. 1.2. Fie SAA’ o secţiune axialá în con, S fiind vîrful 
AA' un diametru al cercului de bază, fie O mijlocul 
segmentului 44'. O” centrul cercului înscris in triun- 
ochiul SA4', adică centrul sferei, B punctul de tangenţă 


“m al cercului cu latura S4, D punctul în care cercul taie 


înălțimea SO şi C punctul în care paralela prin D la 
. AA' taie pe SA. Notind înălțimea SO = h şi genera- 
|. toarea SA = G avem G? = hk? + R?, iar din asemănarea 
triunghiurilor SOA si SO'B, - — = de unde de- 


l — 


2Ra? ela? + R? ; 
ducem h = — - G= sere) - Cu aceasta, aria 
i e. g? = R?, a? T R* 
| o PUR a? (a? + R? 

lateralá a conului este 4, — «x ape aia , aria totală 
» æ = 9 


" volumul combi Vía) = -- 


| 2ra* 
este 4, = NES 


a? — 


Studiem aceastá functie independent de problema geo- ` 


metrică din care a izvorit. Domeniul de definiţie este 
(—o», — EF) u( — &, R) U (R,00), lim V(a) —limV(a)— +0 
| 4rha(a2—2R?) 


)—0 dacă sisiunăai dacă $—0. V'(2)= 
V(a)—0 ; | A y 3(o? — R?)? 


ale cărei rădăcini sînt v = 0, v = Ry2, a = — Ry2. ` 


Tabloul de variaţie al funcţiei este 


| : NECK ab 373. 
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æ | —co  —Ry2 —R 0 R RY? +0 
ye|— — 0 +| + +0== | —= 0o + + 


8r R? 
~ Z to 


3 


V(a) [+00 EEE 1 o ZZS)0N vele + 


TAN ; — 8r E? 
V are douá puncte de minim relativ — RV2, - | 


— STR? > o. . r 
| ny, == si un punct de maxim relativ, (0, 0) 


dreptele o — — E, æ = R sînt asimptote verticale, dreap- 
ta y — O0 axă de simetrie a graficului funcției deoarece 
funcţia V este pară: V(z) = V(— a) pentru orice g 
real. Graficul funcţiei este redat în figura 7.41. 


A 


Fig. 7,41 
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3). Deoarece DC = CB — y, AB — 0A = a, obţinem 
(2R)? = (æ + y)? — (æ — y)? si deci ay = E. | 

4). Din triunghiul 400'se obţine a = R ctga si cu 
relaţia de la 3. y = Rtg« volumul trunchiului de con 


— 3 
este me (1+tg%+ctg?).Conditiaimpusá conduce la ecu- 


atia tg a + etg a = 4, de unde se obţine tg « = 2/3 
jf ý 5 : y 
si prin urmare « = = sau g= . Soluția acceptabilă 


T 


1 


7.42. 1. Fie æ e R; există numărul n e 0,1, 2, .... y astfel 


| | E i 
ca g E[n; n+1]. Dacă g sjn. n + atunci d(1)=x— n, 
: | l 
iar dacă æ € |n m ; n+ 1 atunci d(1)=n+1—x. 
Asadar 
s 1 

æ — n dacă 2 efa, +a] 

d(x) = 
"E i PO 

n + 1— a dacă 2e [nds n1] 

Sá observám cá pentru punctele de forma k — n + "E 


existá punctele n si n + 1 egal depáratete de v, dar nu 
existá ambiguitate in definirea lui d(a). Graficul func- 


iei d este redat mai jos 
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r : 1 
2. Remarcind că 0 < d(2) < z pentru orice x real 
E PONE d(a) _ 1 : | l 
pozitiv rezultă că 0 « —7 «—- pentru v > O0 si 
a Lil 


prin urmare lim f(2) = 0. 


=D 


3. Functia d este continuá pe orice interval de forma 


& nt) [^ pr SIE n=0, 1, 2,.... $1 prin 


." urmare pe astfel de intervale f este continuă ca raport 


a două funcţii continue, în care numitorul este nenul. 


Arătăm că d este continuă în punctele de forma n -+ I , 
n = 0, 1,2, "PPP ^ 
Avem lim d(z) = lim (2—n) = : - dn + 5 si 
gn435 g-nd4g dd "ow 
z«n4i 
lim dia) = lim (n +1 — a)= 


zondag 2» M =P y 


tO i= 


_ d n -+ 5) , deci d este 


—— 

continuă pe (0,00) si odată cu ea si f este continuă 

pe (0,00). Studiem continuitatea funcţiei f în æ = 0. 
| 1 


- Pentru aceasta să remarcăm că pentru z e (o ;) 


 d(a) = a si prin urmare f(1) = 1 dacă " «(o 3) cu 
: aceasta lim Ha) = 1 =/f(0) si deci f este CUM in 
€ = 0. > | 

.4. Pe intervalele [n n+ >) functia d este derivabilá 
$i are derivata d'(2) = L pe (n: n +3) p inter- 
valele n +a s n+ 1) d este derivabilă si ans derivata 


pi 


d(1)=-1l, g e [^ + : n "n 1). 


Er E | v seres 
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KER 1 : | 
În punctele a — n- g^ 0.1.2.... d nu este deri- 
1 
d(a) — df» +2) 
vabilá deoarece lim ——% — 1 
1 
dad v—n 3H 5) 
2<n+> 2 
1 
d(a) — dn + 5) 
şi lim SR TSE 1 
1 1 
SER 
2>n+5 ; 
La fel arátám cá d nu este derivabilă în punctele 1, 


2. .> n, esc 
De aici rezultă că f nu e derivabilă î în punctele 


1 3 1 
a > 1, > » 2, e: sN N hos „. Deoarece pentru vefo, 5) 
avem d(a) = a rezultă f(x) = 1. Prin urmare 
Tim (2) —. => 2. A Y si deci f este derivabilă in vy — 0. 
z0 
j x>0. 
Așadar y, este derivabilă pe [0, ENS Lies Nn, 
l 
+ — 9 o... 
em 
n 1. Fisa 1/2 A 
5. (ode = (o a+ y, Poren! Mode [yada 
0. | | 0 l er 0 . 1/2 
| h+3 kl ET n. ^s E | 
1l1—234«v 


pm E 

2 == ? ¡e de 
+ (fada | oda | 1 di $ | 7» & F 
A "rg i 
hys l | 
n—1 (2 de peda de = ln 2 + 

" v 

'k t+! 
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7.43. 


e+ kt k+1 k+1 
n—1 
+} —kine | +(k+1)inæ| —e | —In24- 
k-1 , i 
kt k+5 


a y [(k + 1) ln (k + 1) + kin k —(21--1) ln (21-1) 4- 


k=l 


ud (2k 4- 1)n 2] ein pi + bx (2k + 1) + 
"1 KE - qi _ n-i tk IH 


d In 2 + In = 
+ m t (2k peri k=1 (2k +1)y* +1 
= "- doin ip T e 


k=1 (21e -1y + 
1). Avem a^ == (1+b)= I--C20 +02 p?-- PAX x CHE 


(Lu Un apa, 


2 pies 
min 1n 


[to 2 | 
Este suficient sá observăm că dacă n > 2 atunci 
Es sx. la = a 
< ŞI átunci G^ > ——_—— + Més 
4 ag 4 

| 2 


-2). Să luăm a = 1 + y» atunci inegalitatea de la 1) 


378 


2 ] k, 

| [i ^ov. [a Ha ou 
devine [ + aL E - n’, T ~ n adică 
jy; 2 Tn — pentru orice n > 2 (Desigur, dir se 
poate întreba, „de unde ideea de a lua a=1+;5 Vx 2 qu 


Iată de unde: inegalitatea de demonstrat este echi- 
| x | 


2 . w bd 
valentá cu n <|1++-w-| siacum este natural sá luăm 
E n 


a =] +; Iz in speranta cá astfel ajungem la inegalita- 


Yn 


tea dorită). 


/ n 
3. Deoarece 1 € Yn < 2 DAL rezultă lim Va => l4 


— 


n n— 09 
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7.44. 


* 


7.45 


f 


a). Înălțimea din Ca triunghiului 4BC are ecuatia 
v = 0, iar mulțimea din A are ecuatia Y dn — a), 
C 


deci ortocentrul H al triunghiului are coordonatele z— 0, 
y = E ¡¡rezultá a = 0, B = E . 

C 

b). Laturile 4B, BC, CA ale triunghiului au ecuatiile 
y = 0, ca + by — be = 0, cæ + ay — ac = 0, respectiv. 
Pentru ca punctul M sá fie in interiorul triunghiului 
este necesar si suficient ca M si C sá se afle de aceeasi 
parte a laturii AB, M si B să se afle de aceeași parte 
a laturii AC, M şi A să se afle de aceeași parte a laturii 
BC. Obtinem fc > 0, c(b — a)(cx + ag — ac) < 0, c(b — 
— a)(ca + bB — bc) < 0. 

Punctul M se aflá in exterior dacá si numai dacá sau 
Bc < 0 sau c(b — a)(c« + bg — ac) < 0 sau c(b — a)(c« 
+ bB — bc) > 0. a B 1 


c). Aria triunghiului MAB este 2 (go 1 | =18(6—a) 


bOI 


iar aria triunghiului MAC este (uc + aß — ac), în ipo- 
teza b— a'> 0, c » 0. 2. | 

Rezultă cà M se află pe dreapta cæ + (2a — b)y — ac = 
— 0 mediana din A a triunghiului ABC. Geometrie 
acest rezultat era de asteptat. ! 


d). Centrul cercului cerut este [^ bte — 2) jar raza 
| | C 


| . Sit i, 2 
r -Pi — a). Ecuația cercului 49-20 bay 
C A | C 
+ 5? =0. | l 
Dacă notăm prin r raza cercului, ecuația lui este 4? + 
+ y? — 2ry = 0. 


„Fie P(4,0) punct variabil pe axa Oa. Ecuatia unei 
tangente de pantă m la cerc este a—h=mext VI tme. 
Punind condiţia de a trece prin P se obține m =0,m = 

27A_ şi deci ecuația tangentei duse din P, diferită 


ZA 
p2 — A 


— 
— 


| 879 
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de Ox, este y IE dd. — )). Punctul de tangenţă 
| r? — N 


; y2 MOT WISE E : . 
este al tal , AAN “Ortocentrul triunghiului OPQ 
E p2 + A? y? -4 12) d . 
b m i A cal TER Ao aqii 
se află la intersecția dreptelor v = ET TTE înălţimea, 


din Q, si ræ + Ay — ră=0— înălţimea din P. Se obţine 
2720 r2 — 1) 
A A 
s —- A2» y? -d- A? 
găseşte că H descrie cercul a? + y* — r? = 0. 
Solutie sintetică. Fie O, centrul cercului. Patrulaterul 
POOQ este evident inscriptibil si deci simetricul lui H 
față de OQ este O, ; prin urmare OH = 00, = și H 
descrie cercul centrat în O si rază Y: 


| Eliminind parametrul A se 


7.46. 1) Fie y = m; a + -P. (4 = li 2, 8) trei tangente la 
Im, ` ! 


i; aj 
parabola (P). Ele formează triunghiul 4,434, unde 


A, | p : p(ms d A, PM SEE pim, + al 


9 , a 
2m3M3 . 2M2Mg3 ` 2 MM3 2 mg 


4, (2, Emm 
3 , 
2mm, ' 2 Mama 
H al triunghiului 4,454; este H. 
[E , p(1 + "Mama + Mama + mam) 
2 -2 mMm; Sas, 


) Se gáseste cá ortocentrul 


| din care deducem 


că H descrie directoarea parabolei. 


2). Punctele de intersecţie ale celor două parabole sînt 


. E 8 
0(0, 0) M(2Vpg? > 2 l/p*q) . 


Fie y — ma + ee o tangentá la parabola (p). Con- | 


m y E 
diia. ca această dreaptă să fie tangentă parabolei (Q 


^ este ca ecuaţia œ? = 24 (mo + E>) să aibă rădăcina 
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dublă ; rezultă p +- q m? = 0. La fel, din condiţia ca 
y = ma + He să fie tangentă hiperbolei 82y = 1 se 
m | 
exprimă prin 2m? + p? = 0. Din cele două relaţii, eli- 
* A `. . "^ . . 
minînd pe m se obtine:pg = 2. Eliminind pe p si q 
3 o 


între pq — 2 2» —2 Vpg? ; y =2 Vp?g se obţine cy = 83 
deci M descrie o hiperbolá. 


7,47. 1) Fie y = Na - ecuatia secantei dusă prin fo- 
carul F. Ecuația care dá abscisele punctelor de intersec- 
tie a secantei cu parabolă este 1222 — p(A? + 2)» + 
+ 22p2 | 4 = 0 de unde 2,2%, =p?] 4, 2, + t¿= p(X? + 
+ 2)/». Cum yy, = M2, 2, — p[ 2. (0, + 22) + p*[4] 
rezultă yy, = — p?. | "o A 
Ecuațiile tangentelor in M, si M, sînt yy, = ple + a)» 
jy» = p(2 + 2,), de unde prin împărţirea obţinem æ = 


Lo — E AA | 
Vita ida în care tinind seama de y, =(%, — 


| Va — 93 e | US 
2[2) y, =(%, —p]/2) obţinem æ = —p]2; atunci 
y= AT Ja, deci p are coordonatele g = —p 12 y = ; 


En ge F Ya , din care deducem că P se află pe directoa- 


rea parabolei si că paralele prin P la axa Ox trece 
prin mijlocul segmentului N,M;. 3) Pantele tangentelor 
| PM, ȘI PM, sînt Mi =p] Yi» Ma = n | th Si deal 1 Ex 
+ Mama = 0, ceea ce înseamnă .cá dreptele PM, și 
PM, sînt perpendieualré. dM 

Fie xOy un sistem rectangular de axe, parabola y* = 
= 2pa. Dacă M( Yo) este un punct al parabolei atunci 
=- “ coordonatele punctului N sînt v, +p» O. Perpendicu- 
¡lara din N pe dreapta OM este de ecuaţie YYo = — 
— 2 (a — ty — p) iar perpendiculara din M pe axa para- 
bolei este de ecuație œ = «ay. Coordonatele. punctului de 


intersecție al celor două perpendiculare sint 2 = Zo» 
f > l ; 


è | 881 > 
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y = p^ . Eliminînd pe Lo» Yo între aceste relaţii si 
» | 
CE ~ 431 2 P 
yo = 2pty găsim locul geometric y a æ — 0 para- 
bolá. 


7.48. (i) Fie dreptele ges > (a + p) jj 25 =? (æ + r) pa- 


ralele cu Ainea, căror intersecție să fie P(2,y). 


. d P 
Atuncl p te Y a y a i 


Aceste paralele taie hiperbola ín punctele M si N de 


— a? — r’. ba 
coordonate $ = ————»Y = — — respectiv 2 = 
L] VA r 


— y ES + 00. Conditia de coliniaritate a 


Dp p 
punctelor M, N, O conduce la p?r? = at (9). 


Eliminînd pe p si r între (1) si (2) găsim locul geometric . 


a? 


2 
PI : „+ 1-0, hiperbola conjugatá celei date. 
a 


cáutat 


(ii). Condiţia « ca dreapta MN să fie paralelă cu axa 


aq? ai pu a? + p“ 
T p. 

r — p -— 0 si deci P descrie axa Ox. Analog în cazul 

in eare MN rámine e pareli cuaxa Ox, P descrieaxa Oy. 


Oy este ca 


4.49. pn elipsei este a? + 4y? — 4a? = 0, ecuația cer- 


cului 2? + y? — 2 ay = 0, iar (D) este de ecuație y = 
= Av. Dreapta (D), intersectează elipsa în punctele 


P(2a YTF 432 , 201) TF 422), p(— 2a] V1 +4, 


— 209] VI c 4) ), iar cercul în punctul diferit de ori- 


gine Qar] 1+ 22, 24)?/1 + 22). Deoarece punctele p 
și p’ intervin în problema numai prin lungimile seg- 
mentelor OP, PO’, care sînt egale, este suficient să ne 


„referim la P. 


382 


1) Deoarece OP = 2a | Vă + M)/(1 + 44%) , OQ = 


care conduce la condiția 


= 2a EE + 22 rezultă 4a |2 |] Io 43 = k de. 
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k | 
unde | à | =. Admiţind pentru A valorile 
9 V4at — k? 
+ oo, ceea ce revine la a nu exclude posibilitatea 


reală ca dreapta (D) sá coincidá cu axa yy”, rezultă 


k e [0, 2 a?]. 

Pentru fiecare k € (0,2 a?) există două drepte pentru 
care OP ° OQ = k. 

2). Avem QA = 2a VO — A+ 1)? + M/(1 3-2?) si rela- 
tia impusá se serie dupá simplificári (h? — 2)? + 2. — 
-. 1-0. Deoarece A este număr real trebuie să avem 
h2 — 1 > 0 si cum, evident, h > 0, rezultă h > 1. Dacă 
h —1 obţinem A = 1, deci (D) este prima bisectoare. 
Dacă h > 1, atunci ecuaţia are două rădăcini reale di- 
ferite, deci există două puncte Q care verifică, relaţia, 
QA —hOQ. Dacă 0 < h < |2 rădăcinile ecuaţiei sînt 
pozitive şi deci punctele Q corespunzătoare sînt situate 
în primul cadran ; dacă /2 < h unul din puncte este în 
primul cadran, celălalt în cadranul al doilea. Pentru 
h= [2 se obţin ^, = 1/2 si A infinită, ceea ce insea- 
mná cá dreapta (D) are pozitia axei yy'. 


3) Dreapta perpendiculară pe D ce trece prin O are | 


ecuaţia y = — 1/1 æ şi intersectează elipsa în | punctele 
“(203 [V2 F4 , — 2a | V2? + 4). (— 2011 V2 4- 4; 
201/12 + 4) . 


F le Pi oricare din aceste puncte ; atunci OP} = 4a? 
(L +22) Q2 + 4) si OP? = 401 + X?) /(1 + 4°); de 


aici —L + EHE 3 , independent de A. . 
OP? Op? 4a? 


t TEN yr ; — l, 2, 3 fiind 
7.50. 1) Normala în punctul M, GN yil t= l, 2, 


dreapta perpendiculară pe tangenta la (C) în acest punct 
— Yi i. den Bien 2, 3. 
2p | 


are ecuaţia y — Yi = 


V 
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Normalele sînt concurente dacă 
| „a 
lut 

Y. 
1 ys Yo 
l ys ys 


| 
e 


Tinind seama că y, X Ya + Ya rezultă de aici Yı Ya + 


q ys =0. Deci centrul de ES eutate al triunghiului M, 
M.M, care are „ordonata = A hr Ya + Ys) =0 este 


situat pe Oz. 


9 
2) Coeficientul unghiular al dr eptei M „Ma este dud 
m Fm, 
Normalele 1 în M, M, si M, sînt concurente : deci 
qm +m + 1n, = 0 deci Mym = ~ T . Deci dreapta 
m 


. MM, este independentá de pozitia punctului P, 


3) Tangentele la (C) în punctele M, „i , 2 


i= 1,2,8auecuatiilem;y = p E + = care intersectate 


două cîte două ne dau punctele: 
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As a e Ta] . Avem d: y — mart qs 
2p E e E | 9 , 
=2 E "n m] si analog pentru da si dy. 

p | fn | | 


Miha — Miha — mama ` i 
Se. obtine N, I — 189—273 mal» ; ete. 
| 25 | 


Rezultă că dreapta MN , este paralelá cu Oz. Analog 
pentru celelalte. 
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